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Résumé– Nousconstruisonsun algorithmepour sépareruneimage
�

en unesomme����� d’une composanteà variationbornéeet d’une
composantecontenantlestextureset le bruit. CetypededécompositionaétérécemmentproposéeparY. Meyer [1]. Onobtientcettedécomposi-
tion enminimisantunefonctionnelleconvexe qui dépenddedeuxvariables� et � , alternativementdanschaquedirection.Chaqueminimisation
estbaséesurun algorithmedeprojectionpourminimiserla variationtotale.Nouseffectuonsl’étude mathématiquede notreméthode,et nous
présentonsdesrésultatsnumériques.En particulier, nousmontronscommentla composante� peutêtreutiliséeenrestaurationd’imageRSO.

Abstract – We constructanalgorithmto split an imageinto a sum ����� of a boundedvariationcomponentanda componentcontainingthe
texturesandthe noise. This decompositionis inspiredfrom a recentwork of Y. Meyer. We find this decompositionby minimizing a convex
functionalwhich dependson thetwo variables� and � , alternatively in eachvariable.Eachminimizationis basedon a projectionalgorithmto
minimize the total variation. We carryout themathematicalstudyof our method.We presentsomenumericalresults. In particular, we show
how the � componentcanbeusedin nontexturedSAR imagerestoration.

1 Intr oduction

1.1 Préliminair es

La restaurationd’imageest l’un desobjectifs les plus im-
portantsdu traitementd’image [2]. Une approcheclassique
consisteà considérerqu’une image � peut être décomposée
en deux composantes	�
�� . La premièrecomposante	 est
bienstructurée,et possèdeunedesciptiongéométriquesimple.
La deuxièmecomposante� contientà la fois les textureset le
bruit.

1.2 Modèlede Rudin-Osher-Fatemi :

On rappelleque 
�������� estle sous-espacedesfonctions 	
dans��������� tellequela quantitésuivantesoit finie :� ��	����! #"%$ &('*) 	+��,-� div .%��,-�#/0,�1�.3254 �6 ���87:9+;*�=<�>=.?>A@CB!D?E

(1.1)
Dans[3], lesauteursdécomposentuneimage� enunecom-

posante	 appartenantà 
�������� et une composante� dans� ; ����� . DanslemodèleROF(Rudin-Osher-Fatemi),oncherche
à minimiser(enutilisantl’équationd’Euler-Lagrangeassociée
à la fonctionnelle): FHGJIKMLON P=QSR0T+UWV%X%Y#Z\[^]_L�`_Pba � ��	��_
 DcOd >e�f> ;;eg (1.2)

L’étudemathématiquedeceproblèmea étéfaitedans[4].

1.3 Modèle deChambolle :

A. Chambollea récemmentproposéun algorithmede pro-
jectionpourminimiserla variationtotale[5].FMG%ILOR0T+U a � ��	��_
 DcOd >h�jik	l>e;; g (1.3)

Proposition1.1. La solutionde(1.3)estdonnéepar :	m�n�jipo+qhrs����� (1.4)

où o estle projecteurorthogonalsur
dut

(dilaté de
t

par
d
),

et où
t

estla fermeture dans� ; del’ensemble:v
div �xw%�:1�wj2y4 �6 ���8<z9+;*�e<^>=w�>h@{B!D0| (1.5)

De plus,[5] donneun algorithmeitératif simplepourcalcu-
ler la projection o q^r ����� .
1.4 Modèle deMeyer

Dans[1], Y. Meyermontreleslimitesdu modèle(1.2).Pour
restaureruneimage � , il proposeplutôt le modèlesuivant:FHGJIKHL0N P=Q}R0T+UWVJ~�Z\[h]�L^`�P � � ��	��_
 d >=��> ~ � (1.6)

L’espace� contientlessignauxàfortesoscillations,etdonc
enparticulierlestextureset lesbruits.



Définition� 1.1. � estl’espacedeBanachconstituédetoutesles
fonctions � quel’on peutécrire �p�C� � w � 
!� ; w ; � div ��wJ� ,
avec w � et w ; dans� @ . La normedans� estdonnéepar:>e�f> ~ � FMG%I v >=w�> @ 1��3� div �xw%�=<#ws����w � <#w ; �w � et w ; 2m� @ <^� wf��,-�A����� � w � � ; 
!� w ; � ; ��,-�h�

L’intérêt de l’espace� provient du fait qu’uneimageforte-
mentoscillanteet à moyennenulle possèdeunepetitenorme
dans� .

1.5 Modèlede Vese-Osher:

L. Veseet S. Osher[6] ont proposéunepremièreapproche
pourréaliserle programmed’Y. Meyer. Ils introduisentla fonc-
tionellesuivante:FMGJIKMLON P=QSR0TlUlK ) Q:V%~lK ) Q-� � ��	��_
 d >h�jik	jik�f>A;; 
��(>e�f> ~lK ) Q}�

(1.7)
Pour calculer la solution, le terme >=��> ~lK ) Q est remplacépar> � w ;� 
pw ;; >\� (avec ��� div �xw � <#w ; � ), puis on dérive formel-
lement les équationsd’Euler-Lagrangeassociéesà (1.7). En
pratique,pour desraisonsnumériques,les auteursutilisent la
valeur����D .

Uneautreapprochea récemmentétéproposéeparS.Osher,
A. SoléetL. Vese[7] dansle cas

d ��
b� et ��� c .
2 Notreapproche

2.1 Fonctionnelle

Notreimageestunvecteurà deuxdimensionsdetaille ���� . On note � l’espaceEuclidien 9�� V � . Nousmenonstoute
notreétudedanslecadrediscret.Pourrésoudreleproblème(1.6),
nousproposonsdeconsidérerla fonctionelle:� ��	�<:�*��� Dc0d >A��i�	�i���>e;; 
 � ��	���
 ��� a �� g (2.8)

où
� � ���*�m�� :"%$��z��	�<#�J����i � ��	��#� (

� �
est la transforméede

Legendre-Fenchelde
�

[8]). On peutmontrerque
� �¡  P¢�£ est

la fonctioncaractéristiquedel’ensemble� ¢ � v �j25��1%>=��> ~ B¤�+|
(i.e :

� �   P¢ £ �!¥ si �j25� ¢ , 
b� sinon.

On cherche:

FHGJI KMLON P=QSR � V � � ��	�<:�*� . Il estimmédiatdevoir
quel’infimum estatteintsur 
��j�����W�¦�§����� .
2.2 Algorithme

Nousrésolvonslesdeuxproblèmessuivants:
– A � fixé, on chercheFMG%IL0R � a � ��	���
 Dc0d >A��i�	jik��> ;; g (2.9)

– A 	 fixé
FMG%IP^R0~�¨ >A�ji�	jik��>e;; (2.10)
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FIG. 1 – Exemplededécompositionpourl’imageBarbara

La solutionde(2.9)estdonnéepar: ®	m���jip��iko ~�¯ ����i�J� , où o ~ ¯ est le projecteurorthogonalsur � q . La solution
de (2.10)estdonnéepar ®�°�±o ~�¨ ����i²	f� . Pourcalculerles
projections,nousutilisonsl’algorithmedeveloppédans[5].

Nousobtenonsainsil’algorithmesuivant:

1. Initialisation: 	u³¡�©��³¡�©¥ .
2. Itérations: �¬´ ` � �©o ~ ¨ ���jik	-´%�

et 	-´ ` � �!��ik�¬´ ` � ipo ~ ¯ ���jik�¬´ ` � � .
3. Testd’arrêt: on arrêtelorsque:µ§¶�· �:� 	 ´ ` � i�	 ´ �¸<^� � ´ ` � ik� ´ � ��B²¹

2.3 Exemplesdedécomposition

La figure 1 donneun exemplede décompositionobtenue
avec notrealgorithme.Nousdonnonsaussile résultatobtenu
avec le modèle(1.2) (ROF). Nousavonschoisi lesparamètres
desortequelescomposantesoscillantes� obtenuesavecnotre
méthode( �¬º�º T�»_¼ ) et avec le modèleROF ( �¬½�¾ » ) aient la
mêmenorme � ; . Il apparaîtclairementque � º�º T�»_¼ contient
plus l’information texture que � ½�¾ » (on remarqueranotam-
ment le pied de la table qui n’est pasun élémentfortement



Lenna Imagebruitée( ¿5�©ª¬¥ )
SNR=7.05

	 (AABFC) ��
©D^ª¬¥?« ¥ (AABFC)

FIG. 2 – Exemplededébruitage(
d ��¥%«HD , �5��À�¥ )

oscillant et qui est bien visible dans �¬½�¾ » contrairementà�¬º�º T�»_¼ � .
La figure2 donneun exemplede débruitage.On a ajoutéà

l’imageLennaun bruit blancgaussien.

3 Résultatsmathématiques

Lespreuvesdepointssuivantssontdétailléesdans[9].

3.1 Convergencede l’algorithme

L’algorithmeproposéen2.2enpermeteffectivementdetrou-
ver le minimumdela fonctionnelle(2.8).

Lemme 3.1. Il existeun uniquecouple �h®	�<0®�J�82��Á�y� ¢ mini-
misant

�
sur �Â��� .

Proposition3.2. La suite
� ��	f´f<#�¬´%� construitedansla Section2

convergevers le minimumde
�

sur �Â��� .

3.2 Lien avecle problèmede Meyer

Donnonsici la versiondiscrèteduproblèmedeMeyer :FHGJIKMLON P=QSR � VJ~�Z\[h]�L^`�P � ��	f�_
¤Ã�>e�f> ~ (3.11)

Lorsque
d�Ä ¥ , le problèmelimite de(2.8)s’écrit :FHGJIKMLON P=QSR � V � Zz[^]_L�`_P � ��	���
 � � a �� g (3.12)

Proposition 3.3. Fixons ÃÆÅÇ¥ dansle problème(3.11).Soit�^®	�<0®�*� unesolutionduproblème(3.11).Onfixe �y�È>J®�f> ~ dans
(3.12).Alors :É �^®	�<0®�*� estaussiunesolutiondu problème(3.12).É Réciproquement,toutesolution �eÊ	�<�Ê�*� de(3.12)(avec�y�>J®�-> ~ ) estaussisolutionde(3.11).

Imagesynthétique Imagesynthétique( � )
initiale (bruit dechatoiement)

Restauration Composanteoscillatoire
( 	 ) ( ��
©D^ª0¥%« ¥ )

Reconstruction Classification
( 	3
�� ) (seuillagede 	 )

FIG. 3 – Imagesynthétiquesimple(
d �!¥%« ¥%D et �5�!Ë0¥ )

3.3 Role du paramètre Ì :

On peutaussimontrerquelorsque
d�Ä ¥ dans(2.8), la so-

lution de(2.8)estliéeà cellesde(3.12)(cf [9]).

Proposition3.4. Onsupposequeleproblème(3.12)possèdeune
uniquesolution �h®	�<0®�J� . On fixe �p�{>J®��> ~�Í danslesproblèmes
(2.8)et (3.12).On note ��	 q <:� q � la solutiondu problème(2.8).
Alors ��	�q?<#�0q*� convergevers ��	-³0<:��³���2¦�Ç�§� lorsque

d
tend

vers ¥ . De plus, ��	u³O<#��³��8�Î�^®	�<0®�*� estla solutiondu problème
(3.12).

4 Application aux imagesRSO

LesimagesRSO(RadaràSynthèsed’Ouverture)sontforte-
mentbruitéesparunbruit dechatoiement[10]. Nousmontrons
les résultatsobtenusavec notre algorithmepour restaurerde
tellesimagesdanslesfigures3 et 4. Les tempsdecalcul sont
trèscourts: avecunprocesseurà800MHz et128kilo deRAM,
il fautmoinsd’uneminutepourtraiter l’image deBourges(fi-
gure4) qui estdetaille 219*219.



ImageRSOdela région Restauration( 	 )
deBourges( � ) ( �¦�!Ï0¥ )

�y�©­O¥ �5�nª¬¥

FIG. 4 – Restaurationd’uneimageRSO(
d �!¥%«HD )

5 Conclusion

Danscetarticle,nousprésentonsun nouvel algorithmepour
décomposeruneimage � en unecomposante	 appartenantà
3� et unecomposante� contenantle bruit et les texturesde
l’image initiale. Notre algorithmepermetde réaliserle pro-
grammed’Y. Meyer [1] lorsquele paramètre� est correcte-
mentréglé.Nousprésentonsuneétudemathématiquedenotre
modèle.Nousmontronsaussicommentla composante	 peut
êtreutiliséeenrestaurationd’imageRSO.Touslesdétailsdece
travail, ainsiquedescomparaisonsaveclesmodèlesdeRudin-
Osher-Fatemiet deVese-Oshersontprésentésdans[9].
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