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Résuḿe – Le comportementstatistiquedesracinesdespolynômesorthogonauxaléatoiresde Szeg̈o attach́es à divers bruits stationnaires
gaussiensnon blancsestcaract́eriśe, par développementasymptotiquepour les signauxlongset par explorationsnuḿeriques.On montreen
particulierles liensentreleszérosdecespolynômeset lespôlesdu spectred’énergie. On discuteenfindesconditionsde l’applicationdecette
méthodeautraitementdesdonńeesdu détecteurVirgo.

Abstract – We characterizethestatisticalbehaviour of the rootsof theorthogonalrandomSzeg̈o polynomialsattachedto variousstationary
gaussiancolourednoises.For thispurpose,weuseasymptoticexpansionsfor largelengthsignalsandnumericalexperiments.Thelinks between
thezerosof thesepolynomialsandthepolesof theenergy spectrumarepointedout. Finally, we discusstheconditionsfor the implementation
of thismethodto theanalysisof theVirgodetectordata.

1 Intr oduction

Danslescasconcrets,le spectred’énergied’un signal
�������

,
bruité ou non,est fréquemmentunefraction rationnelleen la
variablede Fourier � . Les bruits thermiquesou les signaux
géńeréspar dessyst̀emesARMA en sontdesexemplesclas-
siques.Dansle casdiscret,lespôlesextérieursaucercleunité
du plan complexe de la variable réduite �
	����� définissent
un polynômequi correspondau polynômecaract́eristiquedes
mod̀elesARMA. Lespôlessituésà l’int érieurdu disqueunité
sont les inversesdespréćedentset serontappeĺesrésonances.
La déterminationet le contr̂oledeszérosdupolynômecaract́e-
ristiquemoyen,danslecasbruité,font l’objet destravaux[1, 2]
parexemple.

Nousnousintéressonsici auxconditionssouslesquellescer-
tainesracinesdespolynômesde Szeg̈o [3] s’approchentdes
résonances.Souslenomd’ � � analyseenfréquence� � , desrésultats
asymptotiquesconcernantcephénom̀enedansla limite dessi-
gnauxlongsont ét́eobtenusrigoureusement[4, 5]. Ceux-cire-
posentsurl’hypothèsequele signalestpurementdéterministe,
fait d’une sommefinie de lignes trigonoḿetriquesnon amor-
ties. Dansle présenttravail noustraitonsce problèmeen re-
laxantleshypoth̀esesrestrictivesgéńeralementfaitespréćedem-
mentdansla litt érature,̀a savoir : nousétudionslespolynômes
deSzeg̈o commevariablesaléatoiresaulieu deserestreindrèa
leur esṕerancemath́ematique; lessingularit́esdu spectrepeu-
vent êtreailleursquesur le cercleunité [6, 7, 8], permettant
la descriptionde décorŕelations,non retenuesjusqu’alors.Le
formalismeestrappeĺe ensection2, les résultatsobtenus̀a ce
jour sontprésent́esdanslessections3 et4 ; lesdéveloppements
théoriquesencourssontrapidementdécritsdansla section5 et
la discussiondesapplicationsdecetravail théorique-asympto-
tiqueetnumérique-estfaitedansla section6.

2 Les polynômes de Szeg̈o en relation
avecl’analysespectralededonnéesdis-
crétisées.

On définit le produit scalairede deuxfonctionsen prenant
unemesuredont le supportest le cercleunité et dont la den-
sitéestle spectred’énergiedusignaldiscŕetiśe.Lespolynômes
deSzegö, à coefficientsréelset orthogonauxrelativementà ce
produitscalaire,sontobtenusparla relationderécurrence
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qui meten jeu le polynômeréciproque
�0����!�

, le coefficient de
Levinson

� �
, et la conditioninitiale

�21 	 -
. La relationentre

les zérosde
���

et les résonancestient à l’information que
� �

injectedansla récurrence(1), nonseulementsur le comporte-
mentdu spectresur le cercleunité maisaussisursacontinua-
tion analytique.

3 L’exemple des donnéesgénéréespar
un syst̀emeAR(1).

On noteradansla suite 3 la longueurdu signaldiscret,4 le
param̀etredumod̀eleet 5 le degrédupolynôme.Le signal 6 �87
géńeréparunsyst̀emeautoŕegressifd’ordre1peutseconstruire
parla récurrence����9:� 	�4 �;��9 '<- �=�;>?��9:� ' 4 ��@A ��� 3 ';- �CBD9FEHG&"

(2)
avecla conditioninitiale

���JIK� 	 >?�LI��
. 6 >=7 estun bruit blanc

gaussienfenêtré sur M ION 3 '�-QP
; le réel 4 , inférieurà 1 en va-

leurabsolue,mesurele degrédedécorŕelationentrelesvaleurs
successivesdu signaléchantillońe.

Cette formulation se prête, pour une longueurfinie quel-
conque3 , aucalculdela transforḿeeenZ du signal,et à ce-



lui du spectreR S � � � , qui sontdesquantit́esaléatoires.De là, la
récurrencedonneenprincipeacc̀esauxracines,aléatoires,des
polynômes.

En effectuantdesexplorationsnumériquesdansle triple ré-
gimeasymptotiqueTVUW3FXY5ZX[3 ,

+\-2' 4 + X -
, Th.Ayguess-

parsses[8] aobserv́ele mouvementd’uneracineréellequi tend
vers1 comme4 ; les autresracinessesituentdans ] avecun
modulelég̀erementinférieurà 4 . Du pointdevuetraitementdu
signalil estplusnatureldeconsid́erer 4 , qui estunepropriét́e
du syst̀eme,commeunedonńee,et de séparerles racinesen
jouantsi possiblesurla longueurdu signal(fig. 1.b).

Du point de vue théorique,nousavonspris avantagede la
limite dessignauxlongspourcontr̂oler lesordresdegrandeur
desvaleursmoyenneset desmomentsd’ordre2 desquantit́es
qui entrentdansla récurrencedespolynômesde Szegö. On
montreainsiquele polynômededegré 5 s’écrit
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où l’ordre de grandeurtypiquedu polynômefluctuant
� _�

est
indépendantde 3 . À l’ordre dominanten

-�a 3 , le zéronontri-
vial de

� �
seplaceen 4 , qui estla seulerésonancedusyst̀eme;

celle-cidéterminele polynômecaract́eristiqueetle spectremo-
yen. À l’ordre suivant, on prédit la positionet la largeurdes
picsde la distribution deprobabilit́e desracinesde

���
dansle

disqueunité. Celle-ci poss̀ede(voir fig. 1) un pic en 4 de lar-
geur b � 3 �!��ced � , et fg5 ' f picsdispośesà intervallesréguliers
sur un cerclede rayonmoyen b � 3 ���hchdjik������l � et de taille au
plusbasordre b � 3

���hcQi\���!�ml �
.

4 Donnéesgénéréespar un syst̀emeAuto
Régressifquelconque.

Le signalestmaintenantgéńeréparrécurrencèa partir d’un
bruitblancgaussienetd’unecollectiondeparam̀etres6/4 � "�nVnon 4qp 7�;��9:� 	�4 � �;��9 '<- �!��nonVn�� 4 p ����9 'sr �t��>?��9:�g"
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avec les conditionsaux bordsconvenables.On définit le po-
lynômecaract́eristiquedu mod̀elepar

u p � � � 	 -v' 4 � � ' nonVn ' 4qp?� p N (5)

il poss̀ede
r

racines,réellesou complexes conjugúees,que
noussupposeronssimpleset de modulestrictementsuṕerieur
à 1 pour desraisonsde causalit́e [9]. L’esṕerancemath́ema-
tique du spectred’énergie de ce signals’écrit en fonction du
polynômecaract́eristique

S � � � 	 � pu p � � ��u �p � � �
n

(6)

Toujoursdansla limite dessignauxlongs,nousavonsgéńera-
lisé la méthode.Au plusbasordrenon trivial en 3 �!��ced , nous
avonsmontŕequele polynômedeSzeg̈o dedegré 5 s’écrit� � � � � 	��

��� p u �p � � �!� 3
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Une conśequencede (7) estque les racinesse répartissent
denouveauendeuxfamilles(voir fig. 2).

r
d’entreellessont

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

10

20

30

40

50

60

70

(a)

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(b)

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(c)

FIG. 1: pdf desracinesdespolynômesde Szeg̈o de degré p
d’un AR(1) de paramètre a=0.7, de longueurN=10000,sur
1000réalisations.(a) p=1, dans w ; (b) p=4 ; (c) p=10, dans
le disqueunité.

prochesdesrésonances; les 5 'xr restantesvont surun cercle
de rayon b � 3

���hchdjik��� p l � et sontnon pertinentesdu point de
vuedel’analysededonńees.

Cette équation(7) mérite quelquesremarquessuppĺemen-
taires.Dansla limite dessignauxinfiniment longs,elle relie
directementle polynômedeSzeg̈o aupolynômecaract́eristique
du syst̀eme; ceci permetalorsd’écrire l’espérancemath́ema-
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FIG. 2: Répartition dansle disqueunité desracinesdespo-
lynômesde Szeg̈o de 1000 réalisations du signal de lon-
gueurN=10000.(a) AR(2)de coefficients0.8; -0.4,p=4 ; (b)
AR(4)de coefficients0.845; -1.62; 0.685; -0.6561,p=4 ; (c)
idem,p=10. Lescroix indiquentlesracinesdespolynômesca-
ract́eristiquesréciproques.

tiqueduspectresousla forme

S � � � 	 � d p �y�� � � � � �0�� � � �
"

(8)

qui metenévidencele fait quelesracinesnontrivialesdu po-
lynômedeSzeg̈o limite sontlesrésonancesduspectred’énergie.

5 Perspectivesthéoriques

Nousavonsmontŕe quelorsquele spectred’énergieestune
fractionrationnelledontseulle dénominateuradesracinesnon
nulles,les polynômesde Szeg̈o détectentles pôlesqui sont à
l’int érieurdu disqueunité.Lorsquele numérateurestlui aussi
non trivial, cequi estparexemplele casdesmod̀elesARMA
ou de signauxcontenantune partie déterministe,la situation
estplusdélicate,et il sepeutqu’il n’y ait pasd’équivalentdela
formule (7). Lesrésultatsnumériquesindiquentqu’on détecte
lespôlesdu spectredansun régimeasymptotiqueoù à la fois
la longueurdu signal et le degré du polynôme sont grands.
L’ étudede la convergencedespolynômesde Szeg̈o pourrait
alorsnécessiterunenormefonctionnellenonuniforme.Cepro-
blèmeainsiqueceluidesliensavecla théoriedesapproximants
dePad́e font l’objet denosrecherchesactuelles.

6 Application au détecteurVir go.

Nousavonscommenćel’adaptationdecetteméthodeautrai-
tementdesdonńeesde l’expérienceitalo-française Virgo de
détectioninterféroḿetriqued’ondesgravitationnelles.La très
faible amplitudedessignauxattendusnécessiteune parfaite
connaissancedesbruitsqui limitent la sensibilit́e du détecteur.
L’ étudethéoriquede cesperturbations[10] prédit desbruits
quasi-stationnaireset quasi-gaussiensdont les densit́es spec-
tralessont des fonctionsanalytiques; dansle casdesbruits
thermiquesousismiquescesontdesfractionsrationnelles; l’uti-
lisationdespolynômesdeSzeg̈opourle traitementdesdonńees
deVirgosembledonctouteindiquée.

En pratiqueseposele problèmedu pré-traitementdesdon-
nées,parexempledeleurblanchiment; pourcelaonarecours̀a
l’identification d’un mod̀eleARMA reproduisantla statistique
du signal; la méthodedeSzeg̈o permettraitd’y acćedervia les
résonances.Nos premierstravauxdanscettedirectionportent
seulementsurlesargumentsdesracinesdespolynômesdeSze-
gö (fig. 3),etdoncdesrésonancescorrespondantes,quipeuvent
setraduirepardespicsdansle spectredeFourier.

La miseau point d’une méthodeeffective de traitementde
donńeesnécessitela discussiondeproblèmesconcrets,comme
la définition du degré optimalpour l’estimation,ou le change-
mentd’échelleenfréquencenécessaireautraitementdu signal
échantillonńe à 20 kHz. Il faudraégalementtesterl’efficacit́e
del’analysedeSzeg̈o enla comparantavecdesméthodesplus
traditionnellesd’analysespectrale.̀A termenousesṕeronspou-
voir détecterles résonancesdesbruitsdeVirgo et participerà
leur identification,leur classification,voire leur soustraction.
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de Szeg̈o pour 5z	 - I

à
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