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Résune — Le comportemenstatistiquedesracinesdes polyndmesorthogonauxaléatoiresde Szeg attacles a divers bruits stationnaires
gaussiension blancsest caracérise, par déeveloppementasymptotiquepour les signauxlongs et par explorationsnumériques.On montreen
particulierlesliens entreles zérosde cespolyndmeset les pdlesdu spectred’énegie. On discuteenfin desconditionsde I'application de cette
méthodeautraitemenidesdonréesdu déetecteuVirgo.

Abstract — We characterizehe statisticaloehaiour of the rootsof the orthogonalrandomSzeg polynomialsattachedo variousstationary
gaussiartolourednoises.For this purposewe useasymptoticxpansiondor largelengthsignalsandnumericalexperiments Thelinks between
the zerosof thesepolynomialsandthe polesof the enegy spectrumare pointedout. Finally, we discusghe conditionsfor the implementation

of this methodto the analysisof the Virgo detectordata.

1 Intr oduction

Danslescasconcrets|e spectred’énegied’un signal X (¢),
bruité ou non, estfrequemmentnefraction rationnelleen la
variable de Fourier w. Les bruits thermiquesou les signaux
géréréspar dessysemesARMA en sontdesexemplesclas-
siquesDansle casdiscret,les pdlesextérieursau cercleunité
du plan complece de la variable réduite z = e définissent
un polyndmequi correspondau polyndmecaracéristiquedes
mocklesARMA. Lespblessituésa l'int érieurdu disqueunité

sontles inversesdesprécdentset serontappeésrésonances.

La déterminatioretle contdle deszérosdu polyndmecaracé-
ristiquemoyen,dande casbruité,font 'objet destravaux|[1, 2]
parexemple.

Nousnhousintéressongi auxconditionssouslesquelleser
tainesracinesdes polyndmesde Szed [3] s'approchentdes
résonancessoude nomd’«analyseenfréquence, desrésultats
asymptotiquesoncernante phénonenedansla limite dessi-
gnauxlongsont éte obtenusigoureusemerid, 5]. Ceux-cire-
posentsurl’hypothesequele signalestpurementéterministe,
fait d’'une sommefinie de lignestrigonométriquesnon amor
ties. Dansle présenttravail noustraitonsce problemeen re-
laxantleshypothesesestrictvesgénéralementaitespréccdem-
mentdansla littérature a savoir : nousétudiondespolyndmes
de Sze@ commevariablesaléatoiresaulieu deserestreindrea
leur esgerancemattematique les singulariésdu spectrepeu-
vent étre ailleurs que sur le cercleunité [6, 7, 8], permettant
la descriptionde décorglations,non retenuegusqu’alors.Le
formalismeestrappek ensection2, les résultatsobtenusa ce
jour sontprésenésdandessections3 et4; lesdéveloppements
théoriguesncourssontrapidementécritsdansla sectionb et
la discussiordesapplicationgle cetravail theorique-asympto-
tique etnumérique-estfaite dansla section6.

2 Les polyndbmesde Sze@ en relation
avecl'analysespectralede donnéesdis-
créetisées.

On définit le produit scalairede deuxfonctionsen prenant
unemesuredont le supportestle cercleunité et dontla den-
sité estle spectred’énegie du signaldisciétis. Lespolyndmes
de Szayo, a coeficientsréelset orthogonauxelatvementa ce
produitscalaire sontobtenugarla relationderécurrence

S, _
Sp(2) = 25p1(2) £ 0,511 (2) 5,,5_@73'11;, M)

gui metenjeule polynﬁmeréciproquesgfl, le coeficientde
Levinsond,, etla conditioninitiale Sy = 1. La relationentre
les zérosde S, etlesrésonancesient a I'information qued,

injectedansla récurrencg1), nonseulemensurle comporte-
mentdu spectresurle cercleunité maisaussisur sacontinua-
tion analytique.

3 L’exemple desdonnéeesgenereespar
un sysemeAR(1).

On noteradansla suite N la longueurdu signaldiscret,a le
paranetredumockleetp le degré du polyndme.Le signal{ X }
géréreparunsystemeautoégressifi’ordre 1l peutseconstruire
parlarécurrence

X(m)=aX(m—1)+¢(m)—ad) X(N-1) VYmeZ,

@)
avecla conditioninitiale X (0) = ¢(0). {¢} estun bruit blanc
gaussierferétré sur[0; N — 1]; le réela, inférieurd 1 enva-
leur absoluemesurde degré dedécorilationentrelesvaleurs
successiesdu signaléchantillore.

Cette formulation se préte, pour une longueurfinie quel-
congqueN, aucalculdela transfornéeenZ du signal,et & ce-



lui du spectref(z), qui sontdesquantiesaléatoiresDe 13, la
récurrencelonneenprincipeac@sauxracines aléatoiresdes
polynbmes.

En effectuantdesexplorationsnumériquesdansle triple ré-
gimeasymptotiquén N < p < N, |1—a| < 1, Th. Ayguess-
parsse$8] aobsenéle mouvement’'uneracineréellequitend
vers1l commea; les autresracinesse situentdansC avecun
modulelégerementnférieuraa. Du pointdevuetraitementdu
signalil estplus naturelde consicerera, qui estunepropriete
du syseme,commeune donrée, et de séparerles racinesen
jouantsi possiblesurla longueurdu signal(fig. 1.b).

Du point de vue théorique,nousavons pris avantagede la
limite dessignauxlongspour contdler les ordresde grandeur
desvaleursmoyenneset desmomentsd’ordre 2 desquantiés
qui entrentdansla récurrencedes polyndbmesde Szegd. On
montreainsiquele polyndmede degré p s'écrit

Sy(2) = 2Pz —a) + \/—%S;(z)

ou 'ordre de grandeurtypiquedu polyn(”)meﬂuctuantSI{,c est
independantle N. A I'ordre dominanten1/N, le zéronontri-

vial deS,, seplaceena, qui estla seulerésonancelu syseme;

celle-cidéterminde polyndmecaracéristiqueetle spectremo-
yen. A l'ordre suivant, on prédit la position et la largeur des
picsdela distribution de probabili desracinesde S, dansle

disqueunité. Celle-ci posgde(voir fig. 1) un pic ena delar-

geurO(N-1/2), et2p — 2 picsdispogsa intervallesréguliers
sur un cerclede rayonmoyen O(N —1/2(p=1)) et de taille au
plusbasordreO(N—1/(»—1)),

Vp>1, (3)

4 Donneesgéneréespar un systemeAuto
Régressifquelconque.

Le signalestmaintenangénréré parrécurrencex partir d’'un
bruitblancgaussiertd’unecollectiondeparanetres{a, ...a4}

X(m)=a1 X(m—-1)+...+aaX(m—A) + ¢(m), (4)

avec les conditionsaux bords corvenablesOn définit le po-
lyndmecaracéristiquedu mocelepar

LA(z)=1—a1z—...—aAzA; (5)

il pos&de A racines,réellesou complexes conjugLées,que
noussupposeronsimpleset de modulestrictementsugérieur
a 1 pour desraisonsde causalié [9]. L'esperancemattema-
tique du spectred’énegie de ce signal s'écrit en fonction du
polyndmecaracéristique

ZA

T La()Lh(2)

Toujoursdandalimite dessignauXongs,nousavonsgéréra-
lisé la méthode Au plus basordrenontrivial en N ~'/2, nous
avonsmontté quele polyndbmede Sze@ dedegré p s’écrit

Sp(2) = P ALY () + NTV2S(),  Vp> A.

£(z) (6)

()

Une congquenceale (7) estqueles racinesse répartissent
de nouveauen deuxfamilles(voir fig. 2). A d’entreellessont
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FiG. 1: pdfdesracinesdespolyndbmesde Szed de degré p
d'un AR(1) de parametre a=0.7, de longueur N=10000, sur
1000réalisations.(a) p=1, dansR; (b) p=4; (c) p=10, dans
le disqueunité.

prochegdesrésonanceslesp — A restantesontsurun cercle
derayon O(N~1/2(r=4)) et sontnon pertinentesiu point de
vuedel'analysededonrées.

Cette équation(7) mérite quelquesremarquessuppEmen-
taires.Dansla limite dessignauxinfinimentlongs, elle relie
directemente polyndmede Szeg@ aupolyndmecaracéristique
du syseme; cecipermetalorsd’écrire I'espérancemathéma-
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FIG. 2: Répartition dansle disqueunité desracinesdespo-
lyndmesde Sze@® de 1000 réalisationsdu signal de lon-
gueurN=10000.(a) AR(2)de coeficients0.8; -0.4,p=4; (b)
AR(4)de coeficients0.845; -1.62; 0.685; -0.6561,p=4; (c)
idem,p=10. Lescroix indiquentlesracinesdespolyndbmesca-
ractéristiquesréciproques.

tigue du spectresousla forme
ZZAfp

()= ———= 8)
Sp(2)SH(2)
qui meten évidencde fait quelesracinesnontrivialesdu po-

lyndmedeSzed limite sontlesrésonancedu spectred’énepie.

5 Perspectvesthéoriques

Nousavonsmontre quelorsquele spectred’énepie estune
fractionrationnelledontseulle dénominateuadesracinesnon
nulles, les polyndmesde Sze@ détectentes pdlesqui sonta
I'int érieurdu disqueunité. Lorsquele numérateurestlui aussi
nontrivial, ce qui estpar exemplele casdesmocdelesARMA
ou de signauxcontenantune partie déterministe Ja situation
estplusdélicate etil sepeutqu’il n'y ait pasd’équivalentdela
formule (7). Lesrésultatsnumériquesindiquentqu’on détecte
les pdlesdu spectredansun régimeasymptotiqueou a la fois
la longueurdu signal et le degré du polyndme sont grands.
L’étudede la corvergencedespolyndmesde Szeg@ pourrait
alorsnécessiteunenormefonctionnellenonuniforme.Cepro-
bléemeainsiqueceluidesliensaveclathéoriedesapproximants
dePack font I'objet denosrecherchesctuelles.

6 Application au détecteurVir go.

Nousavonscommenél’adaptationde cetteméthodeautrai-
tementdes donréesde I'expérienceitalo-frana@ise Virgo de
détectioninterferométriqued’ondesgravitationnelles.La tres
faible amplitude des signauxattendusnécessiteune parfaite
connaissancdesbruits qui limitent la sensibilie du détecteur
L’ étudethéoriquede cesperturbationd10] prédit desbruits
quasi-stationnairest quasi-gaussiendont les densiés spec-
trales sont desfonctions analytiques dansle casdes bruits
thermique®usismiquegesontdesfractionsrationnelles I'uti-
lisationdespolyndbmesdeSzed pourle traitemendesdonrées
deVirgo sembledonctouteindiquée.

En pratiquese posele problemedu pré-traitementesdon-
nées parexempledeleurblanchiment pourcelaonarecoursa
I'identification d’'un modele ARMA reproduisanta statistique
dusignal; la méthodede Sze@ permettraitd’y ac&dervia les
résonancedNos premierstravaux danscettedirection portent
seulemensurlesargumentsiesracinesdespolyndmesdeSze-
go (fig. 3), etdoncdesrésonancesorrespondantegui peuwent
setraduirepardespicsdansle spectrede Fourier.

La mise au point d’'une méthodeeffective de traitementde
donréesnécessitda discussiorde problemesconcretscomme
la définition du degré optimal pourl’estimation,ou le change-
mentd’échelleenfréquencenécessairautraitementu signal
échantillone & 20 kHz. Il faudraégalementesterl’efficacite
del'analysede Sze@ enla comparantvecdesméthodesplus
traditionnellesi’analysespectraleA termenousesgeronspou-
voir détecterles résonancedesbruits de Virgo et participera
leuridentification,leur classificationyoire leur soustraction.
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