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Résumé — On s’intéresse ici au calcul de la probabilité de détection d’une cible mobile, par un capteur fixe ou mobile et on
présente une synthese de divers résultats obtenus dans les directions suivantes: suivantes: calcul et approximations de la densité
de présence de la cible p(x,y,t) dans les cas ol 'on dispose d’informations (distributions) sur le cap et la vitesse de celle-ci,
estimation de la probabilité de détection d’une cible diffusante par un capteur fixe, et enfin par un récepteur mobile.

Abstract — The problem we deal with here, is the calculation of the probability of detecting a moving source, either by a
stationary sensor or by a moving receiver. Main results are presented for the following case studies: calculation and approximation
of the spatio-temporal density p(z,y,t) of a moving target, calculation of the probability of detection of a diffusing target by a

stationary sensor, and finally by a moving receiver.

1 Introduction

On g’intéresse ici au calcul de la probabilité de détection
d’une cible mobile, par un capteur fixe ou mobile. Il faut
noter que l'optimisation des efforts de recherche (search
theory) est une étape qui n’est pas considérée ici. Si cette
étape a été 'objet de nombreuses et profondes études de-
puis les travaux fondateurs de B. Koopman [1], un point
commun a toutes celles-ci est la disponibilité des gran-

deurs élémentaires que sont d’une part la distribution spatio-

temporelle de la cible et, d’autre part, la probabilité de
détection conditionnelle (aux efforts de recherche) de celle-
ci. En général, celle-ci s’exprime sous la forme p(z, o(x))
et a l'interprétation suivante: p(z, p(x)) est la probabilité
de détecter une cible se trouvant dans la cellule z, condi-
tionnellement & un effort de recherche p(z).

Une hypotheése couramment admise est que p(z, p(x)) =
1 —exp(— wgp(z) ); ot wy est "le” facteur de visibilité as-
socié a la cellule z. Ce facteur est une donnée du probléme.
La probabilité (globale) de détection (Pp) de la cible est
alors obtenue par intégration de ces probabilités condition-

nelles sur l’espace de recherche E; soit Pp = / p(z, o(x)) dx
B

.Les contraintes naturelles sont: [ ¢(z)dx = ®; p(z) >

0, Vx € E. Cette modelisation est tres générale méme
si elle repose sur des connaissances a priori: la densité a
priori de la cible, les facteurs de visibilité w,.

C’est dans cette direction que se trouve cet article; a
la fois pour étudier la distribution spatio-temporelle de la
cible (a priori) et les facteurs de visibilité. Ceci dans le but
d’examiner l'influence des divers parametres.Les travaux
sur le sujet sont relativement peu nombreux; soit parce
que la probabilité de détection conditionnelle dépend tres

étroitement des caractéristiques du récepteur (et donc de
Papplication considérée) et du scenario considéré, soit parce
qu’un modele Markovien de cible mobile est suffisant pour
de nombreuses applications. Ainsi dans le cas d’'une re-
cherche multi-périodes, un modele Markovien de mouve-
ment de la cible permet non seulement d’avoir un bon
degré de généralité mais encore de ”casser” les problemes
combinatoires (cf algorithme de Brown). Il est aussi pos-
sible de considérer des contraintes sur le comportement
de la cible. Cette approche est parfaitement réaliste mais
conduit a des problemes d’optimisation difficiles, qui n’ont
été que récemment résolus [2],[3]. Dans cette perspective,
I'optimisation de la répartition spatio-temporelle des ef-
forts de recherche p(z,t), sous diverses contraintes, est le
but visé [4].

Notre but est ici considérablement plus modeste. En gar-
dant tout ceci a l’esprit, on s’attache ici & présenter une
synthese des principaux résultats existants dans les direc-
tions suivantes:

— Calcul et approximations de la densité de présence
de la cible p(z,y, t) dans les cas ou l'on dispose d’in-
formations (distributions) sur le cap et la vitesse de
celle-ci,

— Approximation de la probabilité de détection d’une
cible mobile diffusante, par un récepteur fixe,

— Approximation de la probabilité de détection d’une
cible mobile par un récepteur mobile.

Puisque le but visé est I'obtention d’approximations ex-
plicites, I'optimisation des efforts de recherche n’est pas
considérée ici.



2 Distribution spatio-temporelle
de la cible

On se limite ici au cas d’une cible se dépagant sur un
plan. On considere la situation ou le cap () et la vitesse v
de la cible ne sont qu’imparfaitement connus; soient alors
() et p(v) leurs densités respectives. Alors si on désigne
par po(z,y) la distribution initiale de la cible, sa distribu-
tion au temps ¢ sera:

v2
/ / po(z —tvcosp,y —tvsiny)
©1
xp() p(v) dpdv . (1)

Cette expression est tres générale mais nous allons voir que
I’on peut en déduire des expressions tres simples moyen-
nant quelques hypotheses. Le cas le plus simple est bien
str celui ol po(x,y) = 6(x)d(y) (§: Dirac), ce qui signifie
que l'on connait exactement la position initiale. On ob-
tient alors, par passage aux coordonnées polaires (r,6):

p(r,0,0) = =1 (7) p2(6)

On peut aussi étendre ce calcul aux cas ou la distribution
initiale de la cible est arbitraire et est simplement une
densité p,(r, 8). La distribution initiale est alors considérée
comme une densité de cibles ponctuelles et I'on obtient

p(x,y,t

alors:
. <[(x—a>2+<y—ﬁ>2]”2>
[e%s) [e%} t
p(x7y, t) /—oo /—oo t I — 06)2 + (y - ﬁ)2]1/2
<pa ([ L=2] ) (e p)dads . (2)

Si on suppose, par exemple, que po(a, 3) est gaussienne,
centrée et & symétrie de révolution (de variance o2), alors
un calcul élémentaire [6] conduit & lexpression suivante
de p(r,0,t) (y=vt):

p(r,0,t) = 127r02t 0 "o e (3) p2(e)
x exp (—gaz (r? — 2yrcos(p — 0) + 7)) dvyde .
Si, de plus, suppose que le cap est uniformément réparti
(sur [0,27]) et que la vitesse 'est aussi entre vy et vq, on

obtient ([6], Iy : fonction de Bessel; p = p(r,0,t)):

exp(—12/202?) /”2 —v2 2 rot
5 exp(——5— ) lo| —5 | dv

2702 (v — v1)
Une hypothese supplémenaire est que la vitesse de la cible
est déterministe; un passage a la limite dans ’expression

précédente conduit alors a:
1 —(r? + v3t?) ruot
p(r,0,t) = o2 exp ( 902 Iy 2

On voit alors que la distribution de la cible correspond
a une "vague” qui se déplace en diffusant. A la ”créte”
de la vague (r = vgt), le facteur de 'exponentielle décroit
en 1/t. Toutefois, les hypotheses faites ici sont restrictives
pour de nombreuses applications ou 1’on dispose d’infor-
mations a priori sur la trajectoire de la cible. On considere
alors les cas suivants:

— cap aléatoire, vitesse fixée ,

— cap fixé, vitesse aléatoire.

On suppose tout d’abord que le module du vecteur vitesse
est fixe (noté ici vg), mais que son cap est distribué entre
p1 et @o. Alors, en utilisant 'approximation de Laplace,

2,2
le résultat suivant a été obtenu [6] (Ugﬁ

— o0):
g o (gt - o)

Si, par contre, le cap est fixé (soit ¢g ce cap) et la vitesse
aléatoire, alors on a:

p(r,0,t) ~

)
p(r,0,1) ~ L

1 (7“ (9 )
- — X
27ratp1 7 Cos ®o ) €Xp 552

3  Probabilité de détection d’une
cible mobile par un capteur fixe

Un premier probleme est le calcul de la probabilité de
détection d’ une cible diffusante & I'aide d’'un détecteur
fixe (placé & lorigine), dans un domaine carré d’aire A.
Malgré sa simplicité, ce probleme a cependant une cer-
taine importance pratique. Rappelons tout d’abord que
la densité p de probabilité dune cible diffusante obéit a
I’équation suivante:

Ip
ot”’
ol d est la constante de diffusion et V2 est le Laplacien.

En coordonnées cartésiennes et polaires, on obtient res-
pectivement :

(4/2) V?p =

9%p 82
22 22 2 o)
(@/2) a—£+%a—9€+l—p) =%
Il faut, bien stir, y rajouter les conditions aux limites. Tou-
tefois, le probleme ne semble pas admettre une approxi-
mation suffisamment explicite dans le cas général. Une
simplification (réaliste) est alors de considérer qu’il est a
2
symétrie centrale; le terme % est alors nul et on doit
résoudre le probleme ci-dessous:

o ($2(2) (2)) -2

sous les contraintes:

@) =0
(67" r=Ra ’
p(r,t) =0 pour r < R,

p(r,0) =1/A pour r > R,

A : aire totale de recherche,

R4 : rayon de 'aire de recherche,
R : rayon détection capteur .

Dans I’équation ci-dessus p désigne une probabilité élémentaire

de non-détection. Les hypotheses relatives a la détection
se traduisent par les conditions: p(r,t) =0 pour r < R
et p(r,0) = 1/A pour r > R . Ra est le rayon de l'aire
de recherche (R4 = y/A/7). On notera également que la
détection est supoosée étre de type ”Cookie-Cutter” [8]
(emporte-piece); ce qui signifie que la cible est détectée si
elle se trouve dans un disque de rayon R et non détectée

sin?(0 — oo

)



en dehors de ce disque. Enfin la condition (%) = 0
rT=ItA
exprime le fait que la cible reste a l'intérieur du disque
d’aire A et centré en 0; c’est-a-dire que la frontiere est
"réfléchissante”. De plus, si on désigne par PND(¢) la pro-
babilité de non-détection au temps t, on a bien sir:

27 Ra
PND(¢t) = / / p(r,t);rdrdt .
o JR

Revenons maintenant & ’équation (4). Celle-ci peut étre
considéré comme un ”classique” des équations de la dif-
fusion de chaleur [9]. Il y a ainsi des développements en
séries entieres de la solution. Plus précisément, Muskat en
a obtenu la forme ci-dessous:

oo
p(r,t) = — (%) Z kn U(onr) exp (g a2 t) ,
n=1
ou:
kn = [Jo(anR)Ji(anRa)] [J2(anR)J2(anRa)] ",
U(anr) = Yi(anRa)Jo(anr) — Ji(anRa)Yo(anr) .
(5)
Dans les équations ci-dessus, Jy, J1, Yy et Y7 sont, respec-
tivement, les fonctions de Bessel de premiere espece et
d’ordre 0, de premiere espece et d’ordre 1, de deuxieme
espece et d’ordre 0 et enfin deuxieme espece et d’ordre 1.
Le scalaire «;, est la n-ieme plus petite racine positive de
I'équation U(aR) = 0. Méme si (5) a le mérite d’exister,
elle est d’interpréation pour le moins difficile. Toutefois,
on peut remarquer que si ¢t devient suffisamment grand,
p(r, t) est correctement approximé par 1’équation suivante:

B(r,t) ~ 7”7’? U(aur) exp <g o? t) . ()

Les autres termes peuvent étre négligés dans la mesure ou
ils font intervenir des racines plus grandes de 1’équation
U(aR) = 0. Pratiquement, ceci a pour implication que
lorsque t est suffisamment grand, alors la décroissance de
p(r,t) (r fixé) est proportionnelle & exp (—g a%t). On est

alors en mesure d’approximer convenablement PND(¢) =
21w rRA
0o JR

siques” /IJQ (x)dx = xJ1(z) et /IYO (x)dz = xY1(z), on
obtient alors [7]:
PND(t) ~ [Jl(oleA)Yl(alR) - Yi(alRA)Jl(OélR)]

212k R d
X — (Tl) exp (—5 o t) . (7)

Soit encore PND(t) ~ Kexp (—% a?t) ; olt la constante
K ne dépend que des hypotheses du probleme de détection
(i.e. R etA). Ainsi, pour ¢ suffisamment grand PND(t) a
la méme vitesse de décroissance que p(r,t).

Ceci est & rapprocher la formule (semi-empirique) de
Sislioglu [11] qui donne la probabilité de non-détection au
temps ¢ (PND(¢)) d’une cible de distribution initiale uni-
forme dans une zone d’aire A et de constante de diffusion
d, par un capteur de rayon de détection R:

PND(t) = (1 — 7R%/A) exp(—24.7 Rdt/A%?) . (8)

Cette formule a été obtenue a partir d’ajustements de

résultats obtenus par tirages aléatoires. En fait, le pa-

. A . . 1 .
rametre p = R—}g‘ a ici une importance considérable et il a

p(r,t);rdrdt . En utilisant les identités ”clas-

été montré [7] que tant que ce parametre est suffisamment
grand devant 1, les approximations données ci-dessus sont
tout a fait correctes. Par contre, lorsque p se rapproche
de 1, elles deviennent plutot pessimistes. Une constation
identique a été établie lorsque t est relativement petit.
Ce résultat peut étre comparé avec celui obtenu pour le
détection d’une cible en mouvement rectiligne uniforme,
par un capteur de rayon de détection [5], qui conduit &
considérer une fonction de non-détection exponentielle,
fonction de R et du CPA de la cible.

4 Probabilité de détection d’une cible

mobile par un récepteur mobile

Considérons tout d’abord un pavage régulier d’un do-
maine d’aire A par des disques élémentaires d’aire R. Si
on désigne par 6 I'angle des triangles equilatéraux dont
les sommets sont les centres de 3 disques contigus, alors
un calcul élémentaire montre que la fraction (notée p) de
triangle couverte par des disques est [8] (0 < 6 < 7/6):
/2 4 3(sinf cosf — )

V3 cos2 6 .
En ignorant les effets de bord, le nombre n de disques,
d’angle charactéristique 6, est n = A/(2v/3R? cos? §) (I'aire
d’un triangle equilatéral élémentaire est V3R2cos? 6 et
il y a deux fois plus de triangles que de disques). Si n
est donné, 1’équation n = A/(2v/3R2?cos? ) permet de

déterminer 6 (A/(2v3R? cos? 0) < n < A/(2v/3R? cos?(7/6) ).

Le pavage par les disques est sans recouvrement tant que
n n’ excede pas cette limite inférieure et est non lacunaire
des que n excede cette limite supérieure.

Examinons maintenant la détection d’une cible mobile
se déplagant dans un domaine rectangulaire de largueur L,
parallelement aux bords de ce rectangle avec une vitesse
u. On suppose, de plus, que le détecteur suit un chemin
donné avec une vitesse v et que son rayon de détection (de
balayage) est W et on désigne par 6 angle formé par les
vecteurs vitesse de l'observateur et de la cible. La vitesse
relative w(t) de l'observateur, par rapport a la cible, est
donc:

w(t) =

Y

[(veosb(t) —w)® + (vsin6(t) )] -

= [u® + v* — 2uvcos b(t)] vz

(9)
Le "taux” mazimal de détection est, bien sUr, égal & 2Rw(t).

La fraction du domaine d’aire A balayée ne peut donc pas

T
excéder 2R / w(t)dt. Si de plus, on suppose que 1’obser-

0
vateur suit un chemin régulier ("Bow Tie”), revenant a sa
T

direction initiale en T, alors on a aussi / cosf(t) dt = 0.
0
De plus, d’apres (9), on a aussi:

uv

w(t) < Vu2+1v2 — ——
)</ —
d’ou:

fOT w(t)dt < T Vu2+ 02, (10)
et, par conséquent:

A < 2RT vu? 4+ 2.



D’autre part, la largeur de bande " passée” sous le détecteur
de 0 a T est u LT, ce qui siginifie que la probabilité de
détection p(T) est nécessairement inférieure au rapport
des deux. On a donc|8] la majoration suivante de p(T'):

2R v\ 2
T) <mind 1,551+ (2) 71
p(T) < { T »
Meéme si les hypotheses relatives au mouvement de ’obser-
vateur paraissent relativement restrictives, on a pu consta-

ter que cette borne est aussi une approximation accep-
table.

(11)

Si, maintenant, on suppose que langle 6(t) (observ.-
cible) est aléatoire et uniformément réparti sur [0, 2],
alors w est remplacée par w,définie par:

1 2

W= —
2 0

\/u2+1)2 — 2uvcosf db .

Apreés quelques manipulations [8], on obtient :

W = 2(U —+ 'U)—E(ﬂ_K) y
ot K =23 of; (12)

K) = 077/2 1 - K2sin¢d

L’intégrale F(K) n’a pas d’expression explicite (intégrale
elliptique de seconde espece). On peut, toutefois, remar-
quer que c’est une fonction décroissante de K (E(0) =
/2, E(1) = 1). Par ailleurs le parametre K se trouve
toujours compris entre 0 et 1. On peut alors montrer que
W est toujours supérieur au majorant de u et v et convena-
blement approximé par le plus grand de ces deux nombres
(sutout s'ils sont sensiblement différents).

Il s’agit d’'un phénomene surprenant [1], puisque la vitesse
de I'observateur est ”accrue” par la vitesse de la cible. En
fait, dans ce cas, la cible a tout interét a avoir une vitesse
presque nulle. Le ”presque” étant du au fait qu'une vitesse
nulle permet de garantir 'optimalité d’'une détection ex-
haustive.

5 Conclusion

Apres avoir considéré le calcul de la distribution spatio-
temporelle d’une cible mobile, sous diverses hypotheses;

nous avons examiné le calcul d’approximations de la détection

d’une cible diffusante par un capteur fixe, puis par un
capteur mobile. On dispose alors d’outils cohérents, per-
mettant de quantifier 'influence des divers parametres
et de fournir des modeles de la probabilité de détection.
D’autres effets importants sont I'influence de la détection
de leffort de recherche de 'observateur par la cible [8] [12],
des variations de fonctions de visibilité et celle des fausses
alarmes [8]. Ceux-ci peuvent modifier considérablement la
modélisation des problemes. Sur ces sujets, les références
[8], [5] sont riches d’enseignements.
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