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Résumé — Une méthode de calcul de la probabilité de propagation des erreurs des égaliseurs & retour de décision (ERD) est
proposée et provient d’'un modéle Markovien de la densité de probabilité des erreurs. Ce nouveau modeéle est une généralisation
de celui proposé dans [1]. Il est obtenu par 'analyse du mélange de gaussiennes des erreurs dont les proportions suivent un
processus de Markov. Cette analyse montre que ’égaliseur A retour de décision pondérée (ERDP) [2-4] est moins sensible que
PERD classique a la propagation d’erreur.

Abstract — A markovian model of the error probability density for decision feedback equalizer (DFE) is proposed and its
application to the error propagation probability computation is derived. The model is a generalization of the Liitkemeyer and
Noll model proposed in [1]. It is obtained by the analysis of the gaussian mixture distribution of the errors which follows a
Markov Process. The analysis of this process shows that the error propagation probability of the Weighted DFE [2—4] is less than

the one of the classical DFE.

1 Introduction

La propagation des erreurs dans les égaliseurs & re-
tour de décision (ERD) qui dégrade P'EQM constitue le
frein principal & leur utilisation. Cette propagation des
erreurs peut étre vue comme la conséquence de deux phé-
nomeénes [2] : le retour des erreurs de décision dans le filtre
arriére et la divergence de I’algorithme d’adaptation. Nous
nous intéresserons ici qu’a 'aspect filtrage et donc au pre-
mier phénoméne.

Plusieurs auteurs [5-9] ont borné la probabilité d’er-
reur des ERD en prenant en compte cette propagation.
Plus récemment, [1,10] proposent des modéles de cette
propagation. Cependant dans le cas de PERDP, il n’est
plus possible d’utiliser ces méthodes puisque les valeurs
des erreurs ne sont plus & valeur discréte mais continue.
1l s’agit donc ici de trouver un modéle pour 'ERDP qui
devienne équivalent & celui de [10] dans le cas particulier
d’un ERD simple, et d’utiliser ce modéle pour quantifier
I’apport de 'ERDP vis-a-vis de 'ERD pour le filtrage.

2 Présentation de ’ERDP

L’ERDP (cf. figure 1) se différencie de ’égaliseur a re-
tour de décision par ’ajout de deux fonctions. La premiére
calcule une confiance symbole par symbole (donc sans mé-
moire). La seconde utilise cette confiance pour pondérer
les décisions retournées dans le filtre arriére et 'erreur de
décision utilisée par l’algorithme d’adaptation des coeffi-
cients.

Le calcul de la confiance est simplement une fonction
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confiance cette confiance

F1G. 1 — Architecture de 'ERDP

non linéaire de Pestimation de erreur [2] qui dans le cas
d’une modulation en quadrature peut étre décomposée par
une confiance en phase et une en quadrature [3] afin d’amé-
liorer les performances. Cependant pour alléger les nota-
tions, seule les modulations d’amplitudes seront considé-
rées mais I'extension pour la MAQ reste simple.

3 Modéle des erreurs

3.1 Structure équivalente

Pour simplifier ’étude, on peut montrer que ’ensemble
canal plus ERD ou ERDP est équivalent 3 la structure
de la figure 2. La différence entre 'ERDP et ’ERD se si-
tue (pour la partie filtrage) dans le choix de la fonction
U qui calcule une décision douce. Dans le cas de '’ERD
classique, U est la fonction de seuillage F'D. Et pour 1’éga-
liseur linéaire récursif (ELR), U est la fonction identité.
On trouve donc que ERD et I’ELR sont des cas parti-
culiers de 'ERDP. Pour simplifier le modéle, on considére
dorénavant que le bruit nj; est un bruit additif gaussien
de variance o2.

La figure 2 montre qu’il y a trois types d’erreur exactes
(i.e. basées sur les données) :

— e =dp — CZk Perreur de sortie;

— € = dy, — dy, Verreur de décision;



F1G. 2 — Structure équivalente de '’TERDP

— &, = dy, — dj, Verreur retournée dans le filtre arriére.
L’utilisation d’une fonction douce comme fonction de déci-
sion introduit donc un nouveau type d’erreur qui n’existait
pas dans le cadre de ’'ERD puisque dans ce cas on avait
ér = er. C’est & cause de cette particularité que les résul-
tats de travaux précédents [1,5-12] doivent étre adapteés.

3.2 Equation clef

La sortie douce de 1’égaliseur est exprimée, avec les no-
tations de la figure 2, par :

dy = Zpidk—z' - Z bz'd:k—i + ny (1)

En regroupant les différents termes pour faire apparaitre
les erreurs, on peut définir un filtre F' tel que :

dy —dy =) fide—i+ Y bi [dk—i -U (jk—z)] +ng
(2)

Si l'effet de bord de la constellation est mis de coté, on
peut définir une fonction V telle que :

dyi—U (kai) =V (er—i) 3)

Cette approximation est possible dans le cas de grande
constellation ou si le rapport signal & bruit est fort. Elle
pourra cependant étre levée comme vu dans la suite. Cette
approximation est une conséquence de ’hypothése sui-
vante : les erreurs sont indépendantes des symboles en-
voyés. En utilisant (3), ’équation (2) devient alors :

k== fidi—i— > bV (ex—s) — nk (4)

Cette derniére équation fait ressortir plusieurs phéno-
meénes : lerreur & linstant k& dépend des erreurs précé-
dentes retournées dans le filtre arriére (deuxiéme terme),
ainsi que de I'IES (premier terme) et du bruit (dernier
terme). Nous nous retrouvons donc avec le modéle d’er-
reur de la figure 3.

dk F(Z)

€

ng A(z) B(z) V()

F1G. 3 — Modéle des erreurs

3.3 Modéle markovien

Le modéle développé dans la suite découle de (4). En
effet sachant les données et les erreurs précédentes, I’erreur
a linstant k suit un processus gaussien de variance o2 qui
s’exprime par :

ek|Ek> Dy ~ N (— Z fidkfi - Z bV (ekf’i) 702) (5)

Ou Dy, représente la « mémoire » de F' et Ej celle des
L erreurs précédentes é€r_1,---€x_r retournées dans le
filtre B. Il est possible de s’affranchir du conditionnement
sur Dy, dans ’équation précédente en utilisant la régle de
Bayes. Si les symboles dj, sont i.i.d. alors, en notant N le
nombre de vecteurs Dy possibles (5) devient :

Z Pr[ex|Ey, Dy (6)

Dy,

Pr [ek|Ek

Les relation (5) et (6) définissent une séquence de Mar-
kov de longueurs L puisque ’erreur & ’instant & ne dépend
que des L erreurs précédentes. Si on note g la densité de
probabilité (ddp) d’une variable gaussienne centrée et de
variance o2, ’expression de la ddp des erreurs est (en no-
tant ® la convolution) :

2+ FRDL+b;0V (E
for(@ Z / i E) ;. (vyay
RL
(7)
Ou fe, (x) = Prz < ey < x + dz]laddp de l'erreur & l'ins-

tant k et fg, (Y) celle du vecteur d’erreurs contenues dans
le filtre arriére.

Cette séquence de Markov est difficilement utilisable.
Pour en faire une chaine, il est nécessaire d’approximer la
fonction V' par une fonction en escalier dont la valeur des
paliers est notée v; et leurs bornes a; qui peuvent prendre
les valeurs oo :

V(y) = v; pour y € [a;; aiy1] (8)
L’intérét de cette « discrétisation » de la fonction V est
que lintégration sur RF devient une somme. I faut voir
cependant que les v; représentent ’ensemble des valeurs
des erreurs qui sont retournées dans le filtre arriére. Donc
dans le cas d’'un ERD classique v; € {0;+2;+4...}. En
utilisant (8) dans (7), on trouve :

fek NZ Z g .’L’+Zb’l)z + F ® Dy,

Dy, i1,...,;=1

@iy +1 L Gip +1
X// fe (w1, yL)dyr ...dyr. (9)
Qiq Qip

Ce dernier résultat représente une grande simplification
car si on note Vi les L erreurs douces contenues dans le
filtre arriére (Vi = V(E})) et si on définit agk) les valeurs
des intégrales multiples, (9) devient :

i Za(k) <Zg x+F®zk+B®V)> (10)

Donc les erreurs suivent en loi un mélange de gaus-
siennes. Ce qui est intéressant est que seules les propor-
tions a*) dépendent du temps k. 1l suffit donc de les étu-
dier pour étudier ’ERDP en entier. Il reste maintenant a




trouver la relation temporelle des proportions. Si on réin-
jecte (10) dans (7), on trouve :

a® = Q. alk1 (11)

avec () une matrice stochastique qui posséde certaines
symétries (notamment centrale). Cette derniére relation
montre le caractére markovien des erreurs.

Physiquement, az(.k) représente la probabilité d’avoir &
Iinstant k une certaine distribution des erreurs dans la
mémoire du filtre arriére et la matrice de transition )
représente la probabilité d’avoir une distribution des er-
reurs E; sachant la distribution E; précédente Q;; =
Pr[E; — E;]. On retrouve alors ici le point de départ de
Panalyse de 'ERD faite par Willink et al. [10].

L’intérét de cette formulation réside dans la transfor-
mation d’un probléme d’analyse en un probléme matri-
ciel. Par exemple, il est possible d’exprimer la probabilité
d’erreur comme un produit scalaire :

1
P =1 — / for(@)dz =TT - P (12)
-1

Une relation similaire existe aussi pour ’EQM. On peut
montrer que cette chaine de Markov est réguliére. Donc
les proportions tendent vers une limite qui est donnée par
le vecteur propre normalisé de valeur propre 1 de @ qui
existe toujours puisque () est une matrice stochastique. On
peut donc étudier la chaine dans I’état stationnaire qui ne
dépend pas de la proportion initiale. De plus, les valeurs
propres donnent la rapidité de convergence vers 1’état sans
erreurs sachant qu’il y a eu une erreur 3 l'instant k.

3.4 Modification du modéle

En modifiant 1égérement le modéle précédent, il est pos-
sible de supprimer I’hypothése concernant les effets de
bord. En effet pour une modulation d’amplitude & M états
(MDA-M), on remarque que 'intégration pour le calcul de
P, se fait sur U'intervalle [—1;1]. Or pour deux symboles,
cet intervalle n’est pas correct mais est de la forme [—o0; 1]
ou [—1;00]. Il est possible en pondérant le vecteur T' d’y
remédier :

M-1
M
Il faut de la méme maniére modifier . En effet, dans

le cas d’'un ERD avec une MDA-2, I’événement &, = +2

n’est possible que pour une seule configuration (d = 1 et

cfk = —1). Il en est de méme pour I'événement &, = —2.

Alors que pour é; = 0 deux cas sont possibles. Ce fait

vient de 'effet de bord. Il est possible par une pondéra-

tion adéquate des lignes de ) de prendre en compte cette
remarque.

Une fois modifiée, le modéle présenté ici devient équi-
valent & celui de Willink et al. [10]. Cependant, nous avons
voulu le valider sur un exemple simple. Nous avons pris un
filtre P = (1 0,2 0,2) et un filtre arriére B = (0,24 0,24)
avec une modulation MDA-2 avec une fonction de décision
dérivée de la deuxiéme régle de 'ERDP [3]. Cette fonction
est approximée par une fonction en escalier de 16 paliers.
Les résultats données sur la figure 4 montrent que le mo-
déle est trés proche d’une simulation par une méthode de
Monte Carlo.

Tmodifie = T (13)

T

sans IES ——

simulation ------—-
modéle  +

Taux d'erreur symbole

SNR (dB)
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4 Comparaison ERDP/ERD

4.1 Réduction d’une chaine de Markov

Le but de cette étude étant de quantifier les perfor-
mances de 'ERDP relativement & 'ERD, la comparaison
des modéles devient nécessaire. Cependant, leur taille dé-
pend fortement du nombre de paliers de 'approximation
en escalier de la fonction V. Pour se faire, nous devons
réduire les chaines de Markov. Il faut avant tout remar-
quer que si 'erreur douce retournée dans le filtre arriére
est connue, l'erreur de décision est calculable. Il est donc
possible de regrouper les états de 'ERDP (qui contient
les erreurs douces) qui seront alors comparable & ceux de
I’ERD.

4.1.1 Meéthode générale

Soit M une chaine de Markov de matrice de transition
@ et constituée de M états F;. On note k € E; I’évé-
nement : nous sommes 3 'instant k& dans ’état E; avec
une probabilité Ez(k). Soit F} les K classes qui forment
une partition des états E;. On définit alors la matrice de
regroupement R de taille K x M par :

Rw_:{(l) si Ej € Fy;

sinon.
Le but de la réduction de la chaine de Markov est alors
de trouver la matrice de transition P(¥) du processus dis-
cret de la réduction de chaine définie par :

P") =Prlk € Filk — 1€ F}] (15)

(14)

En utilisant les loi de Bayes, P peut s’écrire comme :
P®) = RQC*V (16)
ou
oY) =Prlk € Eilk € F})
~ R, Pr[k € E;] (17)
’ ZE,eFJ- Pr [k € El]

C;,; représente le « poids » d’un états E; dans sa classe
F};. De par ces définitions, il est clair que 'on a : RC (k) =
Ik« i et pour passer d’un processus & l'autre, on peut
utiliser :

ER — oW pk) o

F*) = RE®*) (18)



4.1.2 Application au modéle de ’ERDP

Grace & ces équations, il est maintenant possible de ré-
duire le modéle de '’ERDP en un modéle équivalent d’un
ERD classique. Cela permet entre autre de calculer les va-
leurs propres pour comparer la vitesse de retour & 1’état
sans erreurs.

4.2 Probabilité de propagation d’erreur

Pour pouvoir quantifier de fagon simple ’apport du fil-
trage de 'ERDP relativement & ’'ERD, il est possible de
réduire la chaine de Markov en un processus & deux états
O et & (figure 5). Le premier représente un état sans er-
reurs de décision et le second un état avec au minimum
une erreur de décision dans le filtre arriére. La probabilité
de propagation des erreurs s’écrit naturellement comme la
probabilité de rester dans I’état £ sachant qu’on y était
déja (€ =€) :

P =Pr[€ = &]
= Prl:(ék---éka) 75 0 |(ék,1 ...ék,Lfl) ;é 0

SOWBGSL"

F1c. 5 — Réduction vers 2 états

] (19)

La figure 6 donne, pour les mémes conditions que dans
la section 3.4, la probabilité de propagation des erreurs en
fonction du rapport signal & bruit.

0.64 T

0.6

0.56

Probabilité de propagation d'erreur

0.52

0.5

RSB (dB)

F1G. 6 — P, pour 'ERDP et ’'ERD

La probabilité de propagation d’erreur mesure la capa-
cité d’absorption des erreurs d’'un ERD(P). Cest & dire
qu’elle quantifie I’effet mémoire du filtre arriére au niveau
des erreurs. Les résultats de la simulation de la figure 6
montre alors bien que 'ERDP limite la propagation des
erreurs par rapport & 'ERD classique. Le probabilité de
propagation des erreurs de I’ERD et de 'ERDP se re-
joignent naturellement lorsque le rapport signal & bruit est
trés faible ou trés fort. Il existe aussi une valeur asymptote
lorsque le rapport signal & bruit augmente qui dépend de
la longueur du filtre arriére et qui semble étre égale sur les

L—1

simulations & =7=.

5 Conclusion

Le modéle du filtrage de 'ERDP proposé ici dont les
simulations montrent la trés bonne adéquation avec la
réalité est suffisant pour pouvoir atteindre la probabilité
de propagation des erreurs qui permet une mesure de ce
phénoméne limitatif des ERD. Une simulation confirme
ensuite que 'ERDP diminue la propagation d’erreur par
rapport & 'ERD.

Les études futures tenteront d’inclure ’algorithmique
dans ce modéle et de trouver les coefficients optimaux de
PERDP en prenant en compte la propagation des erreurs.
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