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Résumé — Nous éudions des sgnaux chaotiques dans le domaine fréquentiel, et non dus sulement selon les représentations de la
dynamique nonlinédre. L’ analyse spedrale de trois réaurrences noninversibles de dimension deux est rédisée et nous nous attachors plus
particuli érement aux relations entre les caradéristiques fréquentiell es des sgnaux et les bifurcaions ayant amené ai chaos. Il apparait aors
que les représentations en fréquences peuvent étre reliées a I’évolution dynamique du systéme, et fournisent des informations sur la
dynamique qui ne sont pas diredement disponibles autrement.

Abstract — To fit particular demands which arise in many apfications, such asfor example spedrum reguirements in telecommnunication
schemes, we study chaaic waveforms through frequency-domain representation instead o conventiond norlinear dynamics. Spedral
andysis of 3 kinds of two-dimensiond noninvertible maps is performed, and we attach ouselves more particularly to the oppatunity of
relating frequential characteristics to the bifurcations which haveled to chacs. It appears that the frequency-domain representations can ke
related to the dynamic ewlution d the system, and povide some informations on this dynamics which are no longer diredly suppied

otherwise. Thereby, statistical signd processngisfoundto be aninteresting appoach to chacs modeli sation.

1. Introduction

Les dgnaux chaotiques ont genérés par des circuits
physiques non linédres [1], faisant intervenir un jeu de
parametres. Selon les valeurs prises par ces paramétres, la
dynamique de ces g/stémes [2] peut aors changer du tout au
tout, en affichant un comportement périodique, pseudo-
périodique ou chaotique - i.e. des procesaus non périodiques
déterministes, mais pourtant trés smilaires a du bruit aléaoire
d'un point de vue qualitatif -. Quand se produisent ces
changements, les jeux correspondants de paramétres sont
appelés valeurs de “bifurcations’.

Avant toute analyse spedrale, nous devons nous appuyer
sur l'étude mathématique théorique des bifurcaions
[21[3][4][5]. Plusieurs types de bifurcaions existent, qui
peuvent étre dasdfiés en différentes catégories. Ici, nous
rédisons une aayse spedrae de trois réaurrences non
inversibles de dimension 2. Il y a essentiellement, pour les
exemples présentés dans ce papier, des bifurcations de type
“baites emboitées’” amenant a du chaos ou des bifurcations de
“contad” conduisant & des modifications de la forme de
I'attraceur chaotique [2][ 3][4]-

Notons que I'évolution des attradeurs et de leurs bassns
(i.e. les jeux de onditions initidles donnant lieu a des
ségquences qui convergent vers l'attracteur considéré) était
connte & est détaill éedans [2][ 3][4][5]-

2. Représentation spedrale

Pour décrire son contenu en fréguences, nous considérons
une séquence daotiqgue X, comme une rédisation dun

procesaus aléaoire discret et stationnaire, et nous estimons la
Densité Spedrale de Puissance (DSP), en uili sant la méthode
de Welch (périodagrammes moyennés). La sensibilité aux
conditions initiales est la raison pour laquelle les sgnaux
obtenus a partir de réaurrences non inversibles peuvent étre
considérés comme stochastiques. En limitant les conditions
initiales au bassn dun urique dtraceur, I'nypothése de
stationnarité du signal semble apriori valide.

Les tracés de la DSP montrent le spedre de x,, pour les
fréguences positives sulement (puisgue X, est toujours réd),
en dédbels, et en fonction des fréquences normali sées.

2.1 Réaurrence abique
Laréaurrence onsidérée[3] est lasuivante :

Xoa = Vo i Yea =2 %7+, )40y +y,) @)

ou (x,y) sont des variables rédles, a et b des paramétres réds.
aa ééprisconstant (a=2.2) et b varie.

2.1.1 Attracteur chactique gycliqued'ordre 2

Pour b = -0.61, un attradeur chaotique ¢yclique d'ordre 2
existe € est observé dans le plan de phase de la Fig. 1. La
DSP de x,, donnéeFig. 2, présente un pic af = 0.5. Donc, la
premiére information donnée par le domaine fréquentiel est
gue la séquence x, peut étre vue amme un signal périodique,
de période 2, noyé dans du bruit blanc additif (le pic af =0
n'existe pas car les 2 valeurs dternées de x, sont oppEEes).
Ce modéle aurait pu étre cnstruit a partir du plan de phase,
mais pas a partir de la représentation temporell e de x,.



“As Bl 05 0 0s 1 15

FiG. 1 : Plan de phase (x,y) pour b =-0.61
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FIG. 2: DSPdex pour b =-0.61

2.1.2 Attracteur chactique g/cliqued'ordre 10

Quand b augmente jusqu'a -0.36, I'attradeur chaotique
cyclique d’ordre 2 évolue (cf. le plan de phase de la Fig. 3),
mais il existe toujours. Donc, il est naturel d’ observer, viala
DSP de laFig. 4, laméme information qu'au § 2-1-1, liée al
modéle périodique de période 2 paur x,,. Plus surprenants sont
les pics pedraux a0.1 et 0.3, qui n’existaient pas pour b = -
0.61. Ils démontrent une périodicité de période 10 : comme
précédemment, certains pics n'existent pas a caise de
propriétés de symétrie. Comme nous |’ avions remarqué pour
lapériode 2 au § 2-1-1, lapériode 10 qui apparait ne peut pas
étre détedée apartir d’'une représentation temporelle de x.
Maisici, méme le plan de phase ne permet pas de la déteder.
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FiG. 3: Plan de phase (x,y) pour b =-0.36
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FIG. 4 : DSP de x pour b =-0.36

Le spedre mnserve en quelque sorte la “mémoire” de
I’évolution dynamique du systéme. Ainsi, quand nous
continuons a augmenter b et prenons b = -0.35, |’ attraceur
chaotique ¢yclique d’ ordre 2 devient d ordre 10 (cf. Fig. 5).
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FIG. 5 : Plan de phase (x,y) pour b =-0.35

Le méme phénomene sest produit, mais a une édelle
différente : la DSP pour b = -0.35 montre maintenant une
période 30 (cf. Fig. 6), qui est liée al’existence de murbes
ferméesinvariantes, cycliques d ordre 30, pour b =-0.349 La
Fig. 7 présente le plan de phase pour b = -0.349, la Fig. 8 le
spedre, et laFig. 9 unzoom del’aire encadréeFig. 7.
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FIG. 6 : DSP de x pour b =-0.35
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FIG. 8: DSP de x pour b =-0.349
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FIG. 9 : Zoom du plan de phase (x,y) pour b =-0.349

Comme indiqué par les Fig. 10 et 11, la DSP perd
Iinformation sur la période 30 quand les 10 damaines
digoints du plan de phase se rejoignent (pour b =-0.355503.
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FIG. 11: DSP de x pour b =-0.355502

2.2 Réarrencedoublelogistique
Laréaurrence mnsidérée[4] est lasuivante :

x., =(1-a)x +4ay, (1-y,)

y., =(@-a)y, +4ax, ([1-x,) @)

ou (x,y) sont des variables rédles, et a un paramétre réd qui
varie. Avec céte réaurrence pourtant totalement différente,
nous pouvons rencontrer des gdructures frégquentielles
identiques a cdl es trouvées dans la sedion précélente. Sur la
Fig. 12, unattraceur chaotique non cyclique est présenté (a =
0.646), tandis que le spedre @rrespondant sur la Fig. 13
montre une périodicité d ordre 7. Et, conformément a ceque
la forme de la DSP pour a = 0.646 avait prédit, quand a
diminue, il arrive un moment (pour a = 0.64392 a partir
duquel un attradeur chaotique oyclique d’'ordre 7 apparait
dans|le plan de phase (cf. Fig. 14and 15.
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FIG. 13: DSP de x pour a = 0.646
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FIG. 14 : Plan de phase (x,y) pour a = 0.64392
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FIG. 15: DSP de x pour a = 0.64392

Comme a1 § 2-1-2, le méme phénoméne gpardit a une
édnelle plus petite : le spedre pour a = 0.64392 montre
maintenant une période 14, liée al’existence d'un attracteur
chaotique gyclique d’ ordre 14 paur a = 0.641(cf. Fig. 16).
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FIG. 16 : Plan de phase (x,y) pour a = 0.641



2.3 Réaurrencequadratique
Laréaurrence onsidérée[5] est lasuivante :

2
Xn+1 = a'Xn + yn ; yn+1 = Xn + b (3)

ou (x,y) sont des variables rédles, a et b des paramétres réds.
aa ééprisconstant (a=-0.42) et b varie.

Ici & nouveas, nhous trouvons le méme genre de
composantes fréquentielles que pour les 2 réaurrences
précélentes. La Fig. 17 présente un attradeur chaotique non
cyclique (b = -1.6), tandis que le spedre de la Fig. 18 montre
une périodicité d ordre 6. Et, conformément a la forme de la
DSP pour b = -1.6, quand b diminue, un attradeur chaotique
cyclique d’ordre 6 apparait et, par exemple, améne a une
orbite périodique d’ordre 6 quand b = -1.58 (Fig. 19 et 20).

FiG. 17 : Plan de phase (x,y) pour b =-1.6
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FIG. 18: DSPdex pour b=-1.6

FIG. 19: Plan de phase (x,y) pour b =-1.58
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FiG. 20: DSP de x pour b =-1.58

Contrairement aux exemples précélents ou on observait un
attradeur chaotique ¢yclique, ici on obtient pour b = -1.58
une véritable orbite périodique d'ordre 6.

3. Conclusion

Notre travail s est attaché aux propriétés fréquentiell es des
signaux chaotiques. Ainsi, nous avons rédisé une anayse
spedrale non paramétrique de 3 réaurrences non inversibles
de dimension 2.

Les gedres posedent certaines informations aur la nature
des ®quences d'itérations qui n’ étaient plus fournies ni par le
plan de phase ni par la représentation temporelle. Notre
premiére gproche des composantes fréquentielles a permis
de retrouver le méme phénoméne pour les 3 réaurrences : des
composantes périodiques, liées aux bifurcations ayant amené
au chaos, peuvent étre mises en évidence

Ced illustre la posghilité de déterminer plus
complétement, & partir d'un signa chaotique donng, le
comportement de la séquence de points, et findlement de
proposer une modélisation du signal aune édelle gpropriée

Maintenant, |'étape suivante de notre travail serait
d éudier dautres types d'attradeurs chaotiques, avec
diff érentes évolutions et diff érentes bifurcations.
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