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Résumé — La séparation aveugle de mélanges convolutifs et I’égalisation aveugle de canaux A entrées et sorties multiples sont un
seul et méme sujet, que nous abordons ici. L’algorithme numérique, présenté en détail, s’appuie sur des résultats théoriques sur
les contrastes publiés récemment par les auteurs. Cet algorithme consiste en la diagonalisation partielle approximative conjointe

de plusieurs matrices contenant certaines valeurs des multi-corrélations cumulantes des observations.

Abstract — Blind Separation of convolutive mixtures and Blind Equalization of Multiple-Input Multiple-Output (MIMO)
channels are two different ways of naming the same problem, which we address here. The numerical algorithm, subsequently
presented in detail, is based on theoretical results on contrasts recently published by the authors. This algorithm consists of
Partial Approximate Joint Diagonalization of several matrices, containing some values of output cumulant multi-correlations.

1 Introduction

Le probléme de ’égalisation aveugle (cad sans connaitre
les entrées) de systémes linéaires invariants dans le temps
a fait ’objet de travaux approfondis depuis une douzaine
d’années.

Parmi les travaux antérieurs, on peut citer [2] [11] pour

I’égalisation SISO avec les Statistiques d’Ordre Elevé (SOE),

ou [17] [9] avec le critére du module constant, ou encore
[7] avec le critére de la puissance constante. Dans le cas de
canaux multiples, on peut mentionner [12] [1] [14] [6] [13].
D’autres travaux ont été proposés pour des algorithmes
en-ligne, parmi lesquels [15], certains procédant par dé-
flation [16]. Le cas des mélanges statiques de sources a
aussi fait couler récemment beaucoup d’encre. Sans citer
les travaux les plus récents, on peut dire qu’il y a deux ap-
proches; la premiére [5] procéde par diagonalisation d’un
tenseur, et la seconde [3] par diagonalisation approchée
de certaines tranches de ce méme tenseur. Ces approches
originales étaient de type “bloc” (hors-ligne). Ce modéle
statique n’est utilisable sur le plan pratique en communi-
cations numériques que lorsque les retards d’arrivée des
trajets dans un canal spéculaire sont inférieurs a la durée
symbole, ce qui est finalement assez restrictif.

Notre contribution principale est de proposer un algo-
rithme analytique pour I’égalisation MIMO (entrées et sor-
ties multiples); en d’autres termes, nous séparons des mé-
langes convolutifs de plusieurs sources en présence de plu-
sieurs capteurs. L’égalisation est mise en ceuvre a ’aide
d’un algorithme original hors-ligne, dont il est aisé de
construire une version en-ligne temps réel si nécessaire.
En outre, la solution maximise une fonction de contraste,
et est donc optimale a ce titre.

Dans [8], nous avions développé les fondements théo-
riques. Ici, nous présentons I’algorithme numérique et les

résultats de simulation, qui montrent son efficacité sur des
blocs trés courts.

2 Position du probleme

Le systeme linéaire inversible considéré suit le modeéle sui-
vant: o

Y C(ka(n—k) (1)

k=—o0

x(n) =

ol a(n) est le vecteur source de dimension N, ®(n) est le

vecteur des observations, supposé de méme dimension, et

{C} Lef {C(n),n € Z} est la suite des matrices N x N

définissant la réponse impulsionnelle du canal (pour plus
de clarté, les vecteurs sont notés en minuscules grasses, et
les matrices en majuscules grasses). L’égalisation aveugle

consiste a trouver le filtre {H } Lf {H(n),n € Z } unique-
ment & partir des observations x(n).

Pour ce faire, on fait les hypothéses suivantes: (H1) Les
sources a;(n), i € {1,..., N}, sont indépendantes, et chaque
source est une séquence i.i.d. centrée réduite. (H2) a(n)
est un processus stationnaire jusqu’a l’ordre considéré,
re IN", ie. Vie {l,...,N}, le cumulant d’ordre r
Cum [ai(n),...,a;(n)] est indépendant de n, et sera noté
C,[a;]. (H3) Au plus une des sources est de cumulant nul.
(H4) La matrice de transfert globale, G(z) = H(z)C(z),
vérifie G(z)G"(1/2*) = I, ou I est la matrice identité
N x N;cad, la matrice G(z) est para-unitaire.

Compte-tenu de ces hypotheses, les signaux seront dits
séparés si le systéme global G(z) s’écrit G(z) = A(z)P,
ot A(z) = Diag(e¥r 271 ... &¥1 27%V) ol ay € zv,
1<k < N, et ou P est une permutation.

Remarques.  Siles sources ne sont plus i.i.d. mais des
processus linéaires plus généraux, notre approche reste va-



lable. 1 suffit en effet de les supposer i.i.d. (H1) dans un
premier temps pour conduire 1’égalisation, puis de les esti-
mer dans un second temps par régression linéaire entre les
sorties de ’égaliseur (i.e. les processus générateurs) et les
observations. L’hypothése H4 n’est pas restrictive dans le
sens ol on peut toujours s’y ramener en blanchissant les
observations a l'ordre 2, a 1’aide de n’importe quel filtre
(par exemple & phase minimale) factorisant spectralement
les observations [8].

3 Contrastes

Dans cette section, nous montrons comment la séparation
de mélanges convolutifs peut se ramener a la diagonalisa-
tion conjointe approchée et partielle de plusieurs matrices
particulieres. Ceci est rendu possible par 'introduction
d’un nouveau critére de contraste adapté au probléme.
Pour commencer, on adopte la notation suivante:

CY,[i,§,6 =
Cum[yi(n)a B yl(n)a Yi1 (Tl - El)i RS yjq(n - EQ)] (2)
p termes gq=r—p termes

ol 7 = p+ ¢ désigne 'ordre du cumulant, 7 = (j1, ..., jq),
et £ = (f1,...,4;). Nous avons alors les deux résultats
suivants:

Proposition 1 Soient v, p et q trois entiers tels que r >
3,2<p<retq=r—p, alorsla fonction

Tor(y EZZK g Al (3)

i=1 jeJd el

est un contraste lorsque les observations ®(n), et par consé-
quent les sorties y(n) du filtre para-unitaire, sont standar-
disées.

Définissons le tenseur cumulant des observations:

Tap(a,B) = Cumlza, (n — a1),
Tay(n — az), 2y, (n — B1), ..., 2, (n — Bg)] (4)

ol a et a sont des vecteurs de taille 2, et b et 8 sont de
taille ¢ = r — 2, r étant 'ordre des cumulants considérés,
les composantes de a et b variant dans {1,...,N}. Si L
retards sont considérés, les composantes de a et 3 varient
dans {0,..., L —1}.

Ce tenseur peut étre rangé dans une famille de matrices
de taille NL x NL, notées M (b, 3). Pour (b, B) fixé, les

composantes de ces matrices sont données par

M,,(b,8) =Taes(a,B), avec 5)
n=a1N+aj, g =asN+ay

2

Proposition 2 Le contraste J> ,(y) peut étre écrit comme
un critére de diagonalisation conjointe d’un ensemble de

NYLY matrices:
ZZIIDlag{”HH (b,

T2 ( BYHI®  (6)
ou H est semi-unitaire.
Nous renvoyons a [8] pour de plus amples détails, pour
nous consacrer plus spécialement & 1’algorithmique, qui
n’y avait pas du tout été abordée.

Insistons sur le fait que notre critére difféere notable-
ment de [3] dans la mesure oli non seulement les matrices
M (b,3) sont tres différentes, mais aussi ol la matrice
cherchée, H, n’est pas carrée unitaire, mais seulement rec-
tangulaire semi-unitaire de taille NL x N, cad vérifiant
H"H = I. L’algorithme est donc trés différent.

4 Algorithme numérique

4.1 Présentation du probleme

Particularisons le résultat aux cumulants d’ordre r = 4
en choisissant p = ¢ = 2. Les vecteurs a, a, b, et 3
sont donc de taille 2. Les propositions de la section pré-
cédente nous enseignent alors qu’il faut trouver une ma-
trice semi-unitaire H de taille NL x N, qui diagonalise
approximativement et conjointement des N2L? matrices
M (by, ba, f1, f2), chacune de taille NL x NL. L’objectif
est de maximiser la somme des modules carrés des N pre-
miers éléments diagonaux des N2L? matrices.

4.2 Algorithme PAJOD

Pour ce faire, on cherche une matrice unitaire U de taille
NL x NL, dont H sera la sous-matrice extraite (les N
premiéres colonnes). Cette matrice U est construite (de
maniére non unique et redondante) par I’accumulation de
produits de rotations planes (matrices de Givens), comme
dans l’algorithme classique de Jacobi en algebre linéaire

10] [5]:
[10] [3] vo ]

1<i<j<NL

@[i’j]’

ol O[¢, j] coincide avec la matrice identité partout sauf en
quatre positions, a savoir O, jl;; = O[i, j];; = cos(0[¢, j]),
et ©[4, jl;: = —O[4, jlj; = sin(0[¢, 5]) e¥liil,

Les cosinus et sinus de cette rotation, notés ¢ et s pour
alléger, doivent étre choisis de facon a maximiser, succes-
sivement pour chaque couple [7, j]:

N | NL
Joa = ZE Z Ok Our My, (b, B) (7)

b3 k=1In,u=1

Cependant, les indices [i,j] ne décrivent pas tous les
couples possibles de {1, ..., NL}2 En effet, comme k < N,
il suffit que ¢ < N; par ailleurs ¢ < j. En conséquence, on
doit distinguer deux cas, suivant que 5 < N ou non.

e Cas j < N: clest le cas classique [4]. On maximise
la somme des deux termes diagonaux sur lesquels on
a une action:

J2,4 = Zb,,@ |C2Mii + cs* Mj; + csM;; + 35*ij|2
—|—|SS*MZ'Z' — CS*MJ’Z' — CSMZ']' + C2ij|2
Dans le cas réel, ceci se rameéne a la résolution d’un
trinome du second degré en X = t—1/t = —2/ tan 20:
D (Mii= M) Mi (X°=4)+ (Y (Mii—M;;)* —4M5) X =0
b3 bB
e Cas j > N: dans ce cas, seul le premier terme
compte, et on maximise:
Jo2,4 = Z |C2Mii + 08*]\4‘7’2‘ +esM;; + SS*ij|2
b3



Dans le cas réel, on montre que ceci se raméne a la
résolution d’un polynome de degré 4 en la variable
t =tan#f.

Cet algorithme a été baptisé PAJOD pour “Partial Ap-
proximate Joint Diagonalization of matrices”.

5 Performances

5.1 Exemple traité

On se limite pour ’exemple aux mélanges réels FIR, de lon-
gueur L = 3 de N = 2 processus réels blancs, et on choisit
d’utiliser les cumulants d’ordre r = p+ q = 4, avec p = 2.
Nous avons donc N?L? = 36 matrices de taille NL = 6,
dont il faut conjointement et approximativement diagona-
liser le carré principal de taille 2 x 2, par transformation
congruente a ’aide d’une matrice orthogonale réelle 6 x 6,
U. La matrice H correspond aux deux premieéres colonnes
de U.

Le canal a été choisi para-unitaire, de maniére a ne pas
détruire inutilement la blancheur des sources, conformé-
ment & ce qui avait été annoncé dans la section 2. Il a été
généré comme suit:

C(z) = R(4:) - Z - R(9n) - Z- R(ds), o
2o (1) = (28 )

0 z7! sin ¢

On notera ’absence volontaire de termes de phase dans
les matrices unitaires R(¢), de facon & obtenir un canal
réel. En choisissant convenablement les 3 parameétres ci-
dessus, on peut placer les 2 zéros des quatre canaux réels
scalaires de longueur L = 3. Ici, ¢1 = 52°, ¢5 = 53°, et
¢3 = 707, de sorte que C12(z) a ses zéros dans le disque
unité, et C21(z) en dehors; C11(z) et Caz(z) ont chacun un
zéro dans le disque et un en dehors. Dans notre exemple,
le canal C(z) admet un inverse stable, bien que ses com-
posantes C12(z) et Cq1(z) n’en admettent pas.
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Figure 1: Zéros des quatre canaux de C(z).

5.2 Criteres de performances

Une des difficultés a évaluer les performances d’un éga-
liseur MIMO réside dans I’indétermination inhérente au
probléme. En effet, I’égaliseur H (z), et par conséquent le
filtre global G(z), ne peuvent étre estimés qu’a une ma-
trice D(z) = A(z)P prés, définie dans la section 2.

5.2.1 Critére de distance
Posons G(z) = ZinglG(n)z_”. On peut convenir de

ranger les matrices G(n) dans un tableau G de taille N x
N(2L — 1), en les empilant les unes derriére les autres.
Trouver la meilleure matrice D(z) revient & chercher dans
chaque ligne de G 1’élément de module maximum, sous
la contrainte que leur numéro de colonne soit différent
modulo N. Expliquons comment ceci est fait pour notre
exemple ou N =2 et L = 3:
e Cas 1: chercher la colonne j; (resp. ja) de I’élément de
plus grand module, Gy ;1 (resp. Gs j2), parmi les éléments
de la ligne 1 (resp. 2) de colonnes impaires (resp. paires).
Normaliser la ligne 1 (resp. 2) de G par G1 ;1 (resp. G2 j2).
Calculer la norme de Froebenius entre la matrice G ainsi
obtenue et la matrice D, de méme taille, contenant deux
1 aux positions (1,71) et (2, j2) et nulle ailleurs.
e Cas 2: chercher la colonne ki (resp. kz) de I’élément de
plus grand module, G5 k1 (resp. Gi g2), parmi les éléments
de la ligne 1 (resp. 2) de colonnes paires (resp. impaires).
Répéter les mémes opérations de normalisation et de cal-
cul de distance que dans le cas 1.
e Choisir celui des deux cas conduisant a la distance mi-
nimale, ¢(G) = ||G — D||, qui correspond en réalité a:
(@) Min |

|G P Diag(p12°*, p22*?)||  (8)
P7u17a17u27a2

Cette procédure s’étend aisément a N > 2; on doit alors
tester N! cas au lieu de 2.

5.2.2 Critére d’erreur symbole

Un autre critere est celui de ’erreur sur les sources es-
timées. Comme précédemment, il faut s’affranchir du re-
tard o, du facteur p = e/¥ et de la permutation o, pouvant
affecter I'estimation, et minimiser y a,;y(n — ) — a;(n).
Ceci est fait d’une fagon similaire & la section précédente,
quoique plus couteuse. En effet, sous chacune des 2 hypo-
theses, il faut explicitement explorer les 10 cas possibles
(5 retards possibles sur chacune des lignes).

Dans le cas général, il faut calculer les taux d’erreur
de NIN(2L — 1) estimateurs candidats & classer au lieu
de 20, ce qui peut devenir couteux. Dans de tels cas, on
se contentera d’adopter la matrice D obtenue a 1’aide du
critére de distance.

5.3 Résultats de simulation

Les deux sources générées sont binaires, et prennent leurs
valeurs dans {—1, 1}. L’égaliseur a été estimé sur des blocs
de données de longueur 250 ou 400 symboles (donc treés
courts), bruités par du bruit blanc gaussien isotrope:

z(n) =Y _ C(k)a(n — k) + pv(n)

Les performances ont été calculées en moyennant 500 ex-
périences. La distance et le taux d’erreur obtenus sont
représentés figures 2 et 3, en fonction du rapport signal a
bruit, —20log,, p.

En présence de bruit faible, les matrices D obtenues par
les deux critéres sont les mémes. En revanche, lorsque le
bruit augmente, il arrive que le critere de distance et le
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Figure 2: Erreur €(G) sur la réponse impulsionnelle.
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Figure 3: Taux d’Erreur Bit (BER) moyen sur les sources.
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Figure 4: Taux d’erreur sur l’estimation de la matrice

D(z) = A(2)P.
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taux d’erreur ne conduisent pas & la méme estimation de
D. C’est ce qui est montré figure 4.
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