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Résumé — Cet article est consacré a ’application de la méthode “covariance matching estimation” (COMET) [1] & l’estimation
de direction d’arrivée de sources (DOA) bande étroite et large bande non corrélées spatialement avec du bruit additif spatiale-
ment blanc non uniforme dans le cadre d’observations non obligatoirement gaussiennes et indépendantes ot nous montrons que
lalgorithme COMET peut s’appliquer a une source large bande de spectre symétrique pour un réseau de géométrie quelconque.
L’efficacité de 'algorithme COMET est reformulée et ses performances asymptotiques sont étendues aux cas d’observations non
gaussiennes et/ou non indépendantes. Il est démontré que les performances de ’algorithme COMET sont insensibles a la dis-
tribution des signaux source dans le cas bande étroite contrairement au cas large bande. Enfin une expression analytique de la
borne de Cramer-Rao de I'estimée de la DOA seule est donnée dans le cas d’une source bande étroite ou large bande dans le cas
d’observations gaussiennes indépendantes. Cette expression nous permet de démontrer que les performances de COMET obtenues
quand les puissances de bruit sur quelques capteurs sont infinies sont équivalentes a celles obtenues a I’aide du réseau privé de
ces capteurs.

Abstract — This paper is focused on the application of the covariance matching estimation technique (COMET) [1] to the
directions of arrival (DOA) estimation of narrowband and wideband emitted signals with additive nonuniform white noise in the
hypothesis of possibly non-Gaussian and dependent data. The COMET algorithm applies to the case of a single wideband source
with symmetric spectrum for an arbitrary array of sensors. The statistical efficiency of the COMET algorithm is reformulated and
the asymptotic performance study are extended to the case of non-Gaussian and dependent observations. It is established that
the asymptotic performance of the COMET algorithm are insensitive to the distribution of the sources in the case of narrowband
signals contrary to the case of wideband signals. A closed-form expression of the Cramer-Rao bound for the DOA’s parameter
alone is given in the case of a single narrowband or wideband source with Gaussian and independent observations. Finally, this
expression allows us to prove that the asymptotic performance of the COMET algorithm when some sensors spoilt by infinite
power noise are those given for an array where these deficient sensors are missing.

1 Modele et notations 2 Algorithmes COMET

py - . Pour le modele de K sources strictement bande étroite
Nous considérerons K signaux source spatialement non X ) i
et d’un résecau d’antenne connu quelconque, R, est pa-

corrélés de support spectral situé autour d’une fréquence o p . i

fo de largeur de bande B (% < fo) denveloppe complexe ramétrée par les M + Z?fparametres réels (©,®) avec

sk par rapport a cette fréquence fo, caractérisés par leur 0= (61,...0x)7

DOA (6k)k=1, k. L'enveloppe complexe y, des signaux et o &f (0-317 o 70-31{70-%7 o ’O-%J)T.

observés derriere un réseau de M capteurs, en présence de Nous supposons que (©,®) est strictement identifiable &
bruit gaussien spatialement non corrélé de puissance non partir de la matrice R,. Remarquons que cette condition

uniforme a pour matrice de covariance spatiale d’identification dépend de la géométrie d’antenne. Si elle

K se rameéne & K < M pour un réseau linéaire uniforme (LU
R, = Blvvl!) = Th, a0 )a (0) O R, + R, i o
7

sans ambiguité, elle devient K < pour un réseau

def . N .. . linéaire lacunaire sans redondance et sans ambiguité. De
avec R, = Diag(o?,...,0%;) ou ® désigne le produit de ) o . guite.
. < plus, R, étant linéaire par rapport a ®, sa vectorialisation
matrices terme a terme, éerit la £
0 d_ef[ —i27 foren —i2nfore, T s’écrit sous la forme
a(fg) = [e L€ , def

ol 7 n, désignent le retard sur le capteur m pour la source ry, = Vec(Ry) = ¥,(0)9.
k par rapport a un point de référence et ot Ry, est la  Pour le modele de sources large bande, le paramétrage
matrice M x M dont le terme (m,n) est la corrélation  n’est identifiable que dans le cas d’une seule source de
R mn = E(Sf_Tk)me_Tk)n*) de la source k. Dans le cas  spectre symétrique par rapport & fg et cela quelque soit le
de sources strictement bande étroite R, = g-?kllT et réseau d’antenne connu. Dans cette situation, R, est une
matrice symétrique réelle dont les termes de la diagonale
R, = Zle Jfka(é’k)aH(Hk) +R,. principale sont égaux & o2 et dont la partie hors diago-



nale est paramétrée par ses termes (7m n)mnem associés  par (2.1) est un estimateur du second ordre asymptotique-
a I’ensemble des valeurs 7, , — 71, distinctes. L’ensemble ment sans biais de variance minimum (extension au cas

M dépend de la géométrie de 'antenne. Par exemple,  complexe circulaire d’un résultat classique (e.g. [2, pp.81-
pour un réseau LU, Ry, est de structure Toeplitz et M =  84]) car Wy est un estimateur consistant de 'inverse de
{(2,1),...,(M,1)} et pour un réseau circulaire uniforme, la matrice covariance asymptotique Cpr, = Ry @, R, du
R, n’a pas de structure supplémentaire et vecteur ry (7). Par suite :
M={(mn);1<m<n< M} ‘
Par suite R est paramétrée par les paramétres réels (©,0) VT (0(T) —©) = N(0;Co) (3.3)
def T )

avec @ & 91 et ® = ((rm,n)m,nEM:U?I +oi,.. .0l + 0'12\/[) avec (voir [1])
et (O,®) est strictement identifiable & partir de la matrice
Ry . De. plus ,R%/ étant linéaire par rapport a ®, sa vecto- [(alu) Wl/OHW1/2'II( )W1/2 %]_1 (3.4)
rialisation s’écrit sous la forme 00

., def - def -, _ def A

ry = Vec(Ry) = ¥,(0). ol W = R, ! ®CR HWI/Q‘I}( ) = I - Iwi/2ge) o0

Dans le cas de signaux gaussiens complexes circulaires — Hwi/2g(e) est la matrice de projection orthogonale sur
ol les observations (y:):=1, 7 sont indépendantes, nous les colonnes de WI/Q\IJ(G).
sommes donc dans les conditions d’application de 1’algo- Par contre dans le cas ou les observations (yt)t:Lm’T ne
rithme COMET [1] dans ces deux modéles. Avec sont plus circulaires gaussiennes ou plus indépendantes,
R, (T) & def 1 Zt ) ytyt et 1y (T) def Vee(Ry (T)), l’estimateur COMET donné par (2.2). n’est plus efficace
les estimés (@(T) ®(T)) de (©,8) donnés par cet algo- (cf. Fig.1). Ses perfmjmances asymptotiques peuvept alors
étre analysées a l'aide de d’une approche fonctionnelle
générale (e.g. [3]) dans laquelle I’algorithme COMET est

rithme s’obtiennent comme solution de

(6(T),2(T)) = arg r(f)lig)lV(@,q)) (2.1) vu comme une application qui associe & Ry (7T'), 'estimée
avec O(T) = COMET(Ry(T))
V(0,9) © [ry(T) - ‘I’(@)‘I)]HWT [ry(T) — ¥ (0)?] qui est une extension de I’application qui & R, associe

©:0 = COMET(R,). Par suite la convergence asympto-
tique gaussienne (3.3) et la convergence asymptotique de
la covariance empirique limp_, o TCov(©(T)) = Ce ont
toujours lieu, mais avec

et Wp = def R, HT) ®. R;l(T) (le produit de Kronecker
A ®. B de81gne la matrice block dont le block (7,j) est
b;‘yjA). La solution en © de (2.1) est donnée par

_ o -1
O(T) = argmaxg™[0,R,(T)]G [®7Ry(T)]g[®7RyET)]) Co = DSRETChy, (Dgoé\fiET)H (3.5)
2.2
avec et ol DCOMET désigne la matrice associée a la différentielle
g[O,R,(T)] = ¥7(©)Wrr,(T) de lalgorlthme COMET par rapport & © au point R,
ot et ot Cpg, est la matrice de covariance asymptotique de
G[O,R,(T)] def \IIH(@)WTlII(@). Pestimateur ry (T') qui n’est plus dans ce cas général égale

a Ry, ®. Ry (voir [3] pour une expression générale dans le

. cas bande étroite). En remarquant que l’estimateur (2.2)
3 Performances asymptotiques et i méme loi asymptotique que Iestimateur donné par :

robustesse 6(T) = argmaxrl! (T)G(O)r, (T)
3.1 Performances asymptotiques avec G(©) def W\IJ( )27 (O)WE(0)]- 187 ()W, on
3.1.1 Distribution asymptotique démontre aisément a partir d’un calcul de perturbation
ue:
Dans le cas particulier ot les observations (y:)i=1... 7 a DCOMET FT \E,

sont complexes circulaires gausiennes et indépendantes, avec

l’.algorlthme COMET (2.2) e.s’t ’asymptot.lql’lement gaus- (k1) % def lyq 6996((3;1y ot Fa(k, :) def Zagék VK 4rH 6g‘§k ).
sien et efficace. Cette propriété est justifiée dans [1] & El=1,... K ou K est la matrice de permutatlon telle
I’aide du principe de invariance étendu (EXIP) qui im- que Vec(AT) = KVec(A) pour toute matrice carrée A
plique que l'estimée O(T) fournie par I'algorithme CO-  poidre M.

MET admet une covariance asymptotique égale a celle
donnée par l'estimateur du maximun de vraisemblance.

Comme ce dernier est asymptiquement gaussien et effi-

3.1.2 Borne de Cramer-Rao

cace, O(T) donnée par 'algorithme COMET est asympti- Dans le cas particulier d’observations complexes circu-
quement gaussien et efficace. laires gaussiennes indépendantes, (3.4) nous donne indi-

Nous remarquons que cette propriété admet une justi- rectement l’expression CRBg = %C@ de la borne de
fication plus simple car dans le cas d’observations gaus- Cramer-Rao du paramétre © seul. Nous remarquons que
siennes indépendantes : 1] il existe un estimateur du se- dans le cas particulier d’une seule source, bande étroite

cond ordre efficace et 2] I’estimateur (©(7T),®(T)) donné ol large bande & spectre symétrique et d’une géométrie



d’antenne quelconque, une expression de C'RBg peut étre
directement déduite de I’expression classique (voir, e.g., [4,
rel. (15.52)]) de la matrice de Fisher associée au parameétre

def (61, )

(L(9)]k

En effet dans ce cas R,

=T Tr (R— 10R (3.6)

_10R
Y 31/% Yooy )
se met sous la forme:

R, = A91R¢A91,

avec Ag, def Diag(e i27 foT1, Lo i27rfo'rl M) et Rg = Rsl"f'
Diag(o?, .. O'M) En utlhsant une démonstration tout a
fait similaire & celle présentée dans [5, Appendix I], o
démontre que la matrice de Fisher (3.6) associée a notre
modélisation se découple sous la forme:

= "0 g |

avee LT T

et I(61) = 2Tr(A, R3'A, Ro — A, )
oll Algl def ‘27rf0Diag(7'1’71, . ,7'1’ ) et Tllym def djllé’”,
1,...,M. D’ou:

[1(®)); =T Tr (Rg' BeR; 9B )
2

7 7 12 -1
CRBg, = (Tr(AglelAglmp—Agl)) NER)

1
2T
En bande étroite, cette expression devient une forme ana-
lytique interprétable, car dans ce cas:

Ry' =D - (0, + Yy 077)"'D

avec D & Diag(a7?,...,057) et [Dln.n e =252

ooy, mn =
1,...,M. Ce qui permet d’obtenir I’expression :
1
CRBy, = E O aé,1 Dag1
M
2 Z -2\-1|_H "2y -1 Q
0-51( Om ) |a€1Da91| ) (38)
m=1
¢ def dag1
avecay = . Nous signalons qu’a été porté récemment

a notre connalssance une expression générale [6] de la
borne de Cramer-Rao du parameétre © seul dans le cas
du modele stochastique bande étroite & matrice de cova-
riance du bruit paramétrée de fagon quelconque, obtenue
directement & partir de I’expression (3.6).

3.2 Robustesse

3.2.1 Robustesse par rapport a la distribution
des signaux sources

Pour démontrer la robustesse de 1’algorithme COMET
par rapport a la distribution des signaux sources, nous
avons besoin de démontrer le lemme suivant :

Lemme: La différentielle de I’algorithme COMET vérifie
la contrainte suivante:

DgRT®(O) =0 (3.9)
Preuve: Puisque 'application COMET vérifie quelque

soit @
COMET[¥?(©)®] =06

alors quelque soit la perturbation J® :

C)

COMET[®(0)(® + §®)]
= COMET[®(0)®] + DgR.""¥(0)5® + o(5®)
= O+DERI"T¥(0)i® + 0(d®) ]

Ce lemme entraine la propriété :
Propriété 1: Dans le cas de sources bande étroite com-
plexes circulaires indépendantes dont les moments d’ordre
4 existent, 'algorithme COMET est robuste par rapport
aux distributions des sources. Cette propriété étend celles
démontrées dans [7] et [3].
Preuve: Puisque
P,(0) = [a(b1) ®ca(f1),...,a(fx) ®c a(fx),x],

la contrainte (3.9) implique la sous contrainte

DS?I{V;ET[a(Ql) ®ca(f),...,a(fr) @ a(flg] = O
et comme dans ce cas Cg, est constitué d’une somme de
termes de moments du deuxiéme et quatrieme ordre [3],
dont le seul terme du quatriéme ordre des sources est

[A(6) ®c A(©)]CR,[AT(0) ®. AT (O)]
avec Cr, = R; ®: Rs + Zle csi(ex @c ex)(eff @ceff)
ou R, = Diag(cZ,...,02.), cs, et Cum(sF 8™ sk s57)
def

et ex désigne le kieme vecteur unité de CM et A(O) =
[a(f1),...,a(fk)], la contribution de ce terme dans Cg
g’annule car: (A(O) ®. A(O)) (ex ®c ex) = A(O)er D¢
A(@)ek = a(Qk) ®Re a(ﬁk) |
Propriété 2: Dans le cas d’une source large bande com-
plexe circulaire dont le moment d’ordre 4 existe, I'algo-
rithme COMET n’est pas robuste par rapport a la distri-
bution de la source.

Preuve: Dans ce cas ¥5(0) = [Diag(a(f1) ®. a(f1))J,x]
avec J telle que Vec(Ry) LI, avec d = [@T o2, ... 02,7
et la sous contrainte DCOMETDiag(a(ﬂl) ®c a(f1))I =0
ne peut en général (voir Flg.'Z dans la section simulation)
annuler la contribution du moment du quatriéme ordre de
la source de I’expression de Cg,, :

CRy :CRS +CRn+Rn ®:Rs; + R; ®. R,

avec R, def a(f;)al

Cr, = R; @ R; + Diag(a(th) ®. a(f

a(f,)) avec

[QslG—1)am4i,-1)M45 = Cum(sl_ﬁ)l,sl_ﬁ)j 781_71),:,81_71)1 )
|

(91) © Rsl + Rna CRn = Rn Re Rn,
))QsDiag(a(Ql) e

3.2.2 Robustesse par rapport 4 un capteur déficient

Dans le cas d’une seule source bande étroite ou large
bande, d’un réseau quelconque et d’observations gaussien-
nes circulaires indépendantes, nous avons les propriétés
suivantes :

Propriété 3: La loi asymptotique de I'estimée obtenue
par I’algorithme COMET lorsque les puissances (02, )mec,,
Cy e {l,...,M} de certains capteurs tendent vers 'infini
est celle obtenue a partir du réseau privé de ces capteurs
déficients.

Preuve: L’estimateur COMET étant consistant,
fit de démontrer que la limite de la borne de Cramer-
Rao obtenue lorsque (02, )mec, — oo est égale & la borne
de Cramer-Rao associée au réseau privé de ces capteurs

1l suf-



déficients. Et pour se faire, il suffit de démontrer cette
propriété de proche en proche en examinant un seul cap-
teur déficient a la fois. Si le capteur déficient est le premier
capteur, en reportant les expressions du partionnement de

R
® Ra — afl +o? o
* fs Rs |’
et de son inverse (e.g. [2, pp.413])
L ; (02, + o) I A"
@ (¢ +of) 'A T Al ’

~ def _ 9~ 1~ def
avec § = (02 +01)7' + (02, +0}) T AT ITg et A=

Ry —f‘¢(0’fl —|—0'%)_1i"g dans ’expression (3.7) de la borne
de Cramer-Rao, on obtient sans difficulté:

lim Tr(A,; R3'A, Rg — Ay)

af—)oo
=Tr(A, R3'A, Re — Ay)

ou A:’h est la matrice diagonale A;l privée de sa premiére
ligne et premiére colonne. Dans le cas d’un capteur déficient
quelconque m, il suffit d’appliquer le partionnement précé-
dent aux matrices PRaP et PR;lP ou P est la matrice
de permutation qui permute les colonnes 1 et m. |

Notons que des simulations (cf. Fig. 3a) montrent que
la loi asymptotique de I’estimée obtenue par 1’algorithme
COMET n’est pas modifiée si de plus les signaux si* sont
coupés sur ces capteurs déficients.

4 Simulations

10™ 10°

Fig.1 Borne de Cramer-Rao (-), EQM (estimée avec 160 réali-
sations) de l'algorithme COMET large bande appliqué a des
échantillons indépendants (*), ou issus d’un échantillonnage &
la fréquence de Nyquist (x), de 1'algorithme COMET bande
étroite (o) et de I’algorithme de focalisation de Friedlander [9]
(+) en fonction de f% pour une source gaussienne de spectre
blanc, un réseau LU de 5 capteurs et un SNR = 20 dB.

10° T T

¥ %

107k

0%} \\I

10°

Fig.2 EQM (estimée avec 160 réalisations) de I’algorithme
COMET large bande dans le cas d'une source gaussienne (o) ou
distribuée selon une loi NIG [8] de cumulant normalisé d’ordre
4 égal 4 3 10° (*) en fonction du SNR pour un réseau LU de
10 capteurs et % =1.

i capt 1

SNR=20d8

capt 3

capt 2

SNR=200B

5 10 15 20 10 5 0 10 15 20

() ®)
Fig.3a EQM (estimée avec 320 réalisations) de I’algorithme
COMET large bande en fonction du rapport de la puissance du
signal sur la puissance du bruit sur le 1°" capteur, dans le cas
ou le signal utile sur ce capteur est présent (*) ou absent (o),
comparées a la borne de Cramer-Rao sous la 1°7° hypothese
(-) et & la borne de Cramer-Rao correspondant au réseau privé
du 1°" capteur (— —) pour pour un réseau LU de 3 capteurs,
B

= 1 et un SNR = 20 dB pour les autres capteurs.

Fig.3b Borne de Cramer-Rao en fonction du rapport de la
puissance du signal sur la puissance du bruit sur respective-
ment le 1°7,2°¢ ou 3°™° capteur d’un réseau LU de 5 capteurs
recevant les signaux de 2 sources de méme puissance avec un
SNR = 20 dB pour les capteurs non déficients.
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