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Résuḿe – Une ḿethode ǵeńerale pour construire de contrastes pour la séparation aveugles de mélanges instantanés de sources est introduit. Elle
est baśee sur une fonctionnelle super-additive de classe II appliquées aux lois des sources reconstituées. Des exemples de telles fonctionnelles
sont donńes. Notre approche permet d’exploiter la dépendance temporelle des sources en se servant d’une fonctionnelle sur la loi conjointe du
processus sources dans un intervalle de temps. Cela fournit de nombreux nouveaux exemples et nous affranchit de la contrainte que les sources
soient non gaussiennes. Le cas des contrastes basés sur les cumulants nécessitant la contrainte d’orthogonalité estégalement abord́e.

Abstract – A general method to construct contrast functions for separating instantaneous mixtures of sources is introduced. It is based on
a super-additive functional of class II applied to the distributions of the reconstructed sources. Examples of such functionals are given. Our
approach permits exploiting the temporal dependence of the sources by using a functional on the joint distribution of the source process over a
time interval. This yields many new examples and frees us from the constraint that the sources be non Gaussian. The case of contrasts functions
based on cumulants requiring the orthogonality constraint is also considered.

1 Introduction

La śeparation de source, dans sa formulation la plus simple,
consisteà retrouverK sources{S1(t)}, . . . , {SK(t)} à par-
tir deK enregistrements{X1(t)}, . . . , {XK(t)} qui sont leur
combinaisons lińeaires, soitX(t) = AS(t) où

X(t) =

 X1(t)
...

XK(t)

 , S(t) =

 S1(t)
...

SK(t)


et A est une matrice carrée inversible. Naturellement, cela se
fait par une transformation “inverse”Y(t) = BX(t), mais
dans le contexte aveugle, on n’a aucune informationa priori ni
surA ni sur les lois des sources et doit s’appuyer uniquement
sur l’indépendance de ces dernières pour ŕealiser la śeparation.
Ce qui conduit̀a la minimisation d’un crit̀ere d’ind́ependance
entre les composantesY1(·), . . . ,YK(·) deY(·).

Plus ǵeńeralement on peut minimiser un contraste [2],
définie comme une fonctionnelle des lois deY1, . . . , YK (et
de B) qui atteint son minimum quandBA est une matrice
diagonale permutée. En effet, on ne peut, avec le seul critère
d’indépendance, restituer les sources qu’à un facteur d’́echelle
et une permutation près. Suivant Comon [2], nous disons que
le contraste est discriminant quand son minimum ne peutêtre
atteint que siBA est une telle matrice.

Dans ce travail nous présentons une ḿethode ǵeńerale pour
la construction de contrastes discriminants. Elle est basée sur
le concept de fonctionnelle super-additive de classe II, intro-
duit par Huber [4]. Un nouveauté de ce travail est que nous
ne nous restreindront pas aux fonctionnelles de la loi margi-
nale deYk(t) à un instantt donńe, mais nous considérons
aussi celles de la loi conjointe du processus{Yk(t)} sur un
intervalle de temps. Cela permet d’exploiter la dépendance
temporelle de sources pour mieux les séparer, en particu-
lier, de construire de contrastes discriminants même pour les

sources gaussiennes.À noter que la construction d’un contraste
n’est qu’un premier pas vers un procéd́e de śeparation. Nos
contrastes sont des contrastes théoriques, d́ependant des lois
inconnues des sources restituées. Pour obtenir un contraste uti-
lisable, ces lois ou plutôt certaine fonctionnelle de celles-ci
doiventêtre estiḿeesà partir des donńees. Ce problème ne sera
pas consid́eŕe, ainsi que celui de la construction d’algorithme
de minimisation du contraste ainsi obtenu. Ils seront considéŕes
dans des travaux futurs pour des situations spécifiques, car
notre approche ǵeńerale peut conduirèa des impĺementations
diff érentes, adaptées aux problèmes consid́eŕes.

2 Contrastes baśes sur la distribution
marginale

Comme les sources sont restituées via une transformation
instantańee, on peut espérer d’obtenir des contrastes basés
seulement sur la distribution marginale du vecteur des sources
restitúeesY(t). Par stationnarité, cette distribution ne dépend
pas det et donc on supprime cet indice, pour simplifier.

Le concept de fonctionnelle super-additive de classe II, in-
troduit par Huber [4] est̀a la base de notre ḿethode. Une
fonctionnelle Q de la distribution d’une variable aléatoireY ,
not́eeQ(Y ), est dite de classe II siQ(Y + a) = Q(Y ) et
Q(aY ) = |a|Q(Y ) pour tout nombre ŕeellea. Clairement si
Q poss̀ede ces propriét́es, il est en de m̂eme pour|Q| et donc
on peut supposer, sans perte de géńeralit́e queQ ≥ 0. La fonc-
tionnelleQ est dite super-additive si [4]:

Q2(X + Y ) ≥ Q2(X) +Q2(Y ) (1)

pour toute paire de variables aléatoires ind́ependantesX etY .

Proposition 2.1 Soit Q une fonctionnelle super-additive de



classe II, alors

K∑
k=1

logQ(Yk)− log |detB| (2)

est un contraste pour la séparation de ḿelanges instantańes
de sources. Ce contraste est discriminant siQ(Sk) > 0 pour
toute sourceSk et si l’inégalit́e (1) est stricte pour toute paire
de multiples non nuls de sources distinctes.

Exemples
– 1: PrenonsQ(Y ) = eh(Y ), la racine carŕee de la puis-

sance d’entropie. AlorsQ est de classe II et d’après un
résultat de Blachman [1] (voir aussi [3]), elle est super-
additive et de plus l’ińegalit́e (1) peut̂etre unéegalit́e si
et seulement siX etY sont gaussiennes. Par suite (2) est
un contraste discriminant s’il n’y a qu’au plus une source
gaussienne. On peut voir que ce contraste n’est d’autre
que celui, bien connu, basé sur l’information mutuelle
[2, 8]. Notre ŕesultat fournit donc une preuve qu’il est
discriminant (une première preuve basée sur un th́eor̀eme
de Darmois áet́e obtenue par Comon [2]).

– 2: PrenonsQ(Y ) = J(Y )−1/2 où J(Y ) est l’informa-
tion de Fisher, d́efinie parJ(Y ) = Eψ2

Y (Y ), ψY étant
l’oppośe de la d́erivée logarithmique de la densité deY ,
appeĺee fonction score. Alors,Q est une fonctionnelle
de classe II et, comme il est prouvé dans [4] ou [1], est
super-additive avec l’ińegalit́e (1) stricte sauf siX et Y
sont gaussiennes. Par suite (2) est un contraste discrimi-
nant sous la m̂eme condition que dans l’exemple 1.

– 3: Supposons que les sources sont bornées et prenons
Q(Y ) = RY , l’ étendue de la loi deY . Alors, Q est de
classe II et est super-additive avec l’inégalit́e (1) stricte,
carRX+Y = RX + RY . Donc (2) est un contraste dis-
criminant. Ce ŕesultat est d́ejà obtenu dans [10].

– 4: Pour les variables aléatoires sous-gaussiennes (c’est-
à-dire de cumulant d’ordre 4 est négatif ou nul), on
peut v́erifier que la fonctionnelleQ définie parQ(Y ) =
[E(Y − EY )4]1/4 est super-additive, avec l’inégalit́e (1)
stricte sauf siX etY ont leur cumulants d’ordre 4 nuls.
C’est bien ŝur une fonctionnelle de classe II et donc (2)
est un contraste discriminant si au plus une des sources
peut avoir le cumulant d’ordre 4 nul.

3 Contrastes sous contrainte d’ortho-
gonalité

Beaucoup des travaux antérieurs sur la śeparation de sources
s’appuient sur des contrastes basés sur les cumulants d’ordre
suṕerieurs (que 2). Mais les cumulants ne correspondent pas
aux fonctionnelles super-additives mais sous-additives et notre
méthode ne s’applique pas. Toutefois on peut encore construire
de contrastes basés sur de telles fonctionnelles si on impose
la contrainte que la matrice de séparationB soit orthogonale.
(En fait les contrastes de type cumulants que nous connaissons
nécessitent tous une contrainte de ce genre.) Cette contrainte
est justifíee quand les donnés sont pŕealablement blanchies de
sorte que le vecteur d’observationX a pour matrice de cova-
riance la matrice identité. Alors pour pŕeserver cette propriét́e

pour le vecteur des sources restituées, la matrice de séparation
B doit être orthogonale. D’autre part, en absorbant un facteur
d’échelle dans la matrice de mélangeA pour avoir des sources
de la variance unité, le blanchissage implique queA doit être
aussi orthogonale.

Une fonctionnelleQ est appeĺee sous-additive si [4]

Q2(X + Y ) ≤ Q2(X) +Q2(Y )

pour toute paire de variables aléatoires ind́ependantesX andY .
Pour la ǵeńeralit́e, nouśetendons cette définition en appelant la
fonctionnelleQ α-sous-additive (α ≥ 0) si

Qα(X + Y ) ≤ Qα(X) +Qα(Y ).

On peut montrer queα-sous-additivit́e implique β-sous-
additivité pour toutβ ≤ α, donc en particulier la sous-
additivité siα ≥ 2.

Proposition 3.1 SoitQ une fonctionnelle de classe II,α-sous-
additive pour unα ≥ 2 et supposons que la matrice de mélange
A est orthogonale. Alors

−
K∑

k=1

Qα(Yk) et −
K∑

k=1

Q2α(Yk)

sont des contrastes pour la séparation de ḿelanges instantańes
de sources sous la contrainte que la matrice de séparationB
soit orthogonale. Ces contrastes sont discriminants siα > 2 et
lesQ(Sk) ne sont pas nuls sauf peutêtre pour un seul indicek.

On vérifie facilement que la fonctionnelleQ définie par
Q(Y ) = |cumr(Y )|1/r où cumr(Y ) désigne le cumulant
d’ordrer deY , estr-sous-additive. Le ŕesultat pŕećedent per-
met de retrouver les contrastes obtenus par Comon [2] et Mo-
reau et Macchi [5]. D’autres formes plus géńerales de ce type
de contrastes sont données dans [13, 7, 6]

4 Contrastes baśes sur la distribution
conjointe

Pour exploiter la d́ependance temporelle des sources afin de
mieux les śeparer, nous introduisons des contrastes faisant in-
tervenir la distribution conjointe du processus sources sur un
intervalle de temps (de longueurm > 1 pour être pŕecis). Par
stationnarit́e, il suffit de consid́erer la loi conjointe du vecteur
aléatoire[Yk(1) · · ·Yk(m)]T, que nous notonsYk(1 : m).
À noter que l’on peutégalement travailler avec le vecteur
[Yk(q) Yk(2q) · · · Yk(mq)]T à la place deYk(1 : m) où
q est un entier plus grand que 1. Cela est utile quand les obser-
vations proviennent d’uńechantillonage trop fin d’un enregis-
trement en temps continu.

Comme dans la section 2, nous appelons une fonctionnelle
Q, de la loi d’unvecteuraléatoireY , de classe II, si (i)Q(Y ) =
Q(Y +a) for tout vecteur ŕeela et (ii)Q(aY ) = |a|Q(Y ) pour
tout nombre ŕeel a. Aussi cette fonctionnelle est dite super-
additive si l’inégalit́e (1) est satisfaite pour toute paire de vec-
teurs aĺeatoires ind́ependantsX andY .

Proposition 4.1 Soit Q une fonctionnelle super-additive de
classe II sur les loism-dimensionnelles, alors

K∑
k=1

logQ[Yk(1 : m)]− log |detB| (3)



est un contraste pour la séparation de ḿelanges instantańes de
sources, qui est discriminant siQ[Sk(1 : m)] > 0 pour tout
k et l’inégalit́e (1) est stricte pour toute paire de multiples non
nuls deSj(1 : m) etSk(1 : m) avecj 6= k.

Exemples
– 1: PrenonsQ(Y ) = eh(Y )/m, la racine carŕee de la puis-

sance entropie de la distribution dum-vecteur aĺeatoire
Y (1 : m). Alors comme dans la section 2,Q une fonc-
tionnelle super-additive de classe II, avec l’inégalit́e (1)
stricte sauf siX etY sont des vecteurs gaussiens de ma-
trices de covariance proportionnelles. Donc

1
m

K∑
k=1

h[Yk(1 : m)]− log |detB| (4)

est un contraste, qui est discriminant dès qu’il n’existe
pas de paire de sources gaussiennes ayant les autocova-
riances proportionnelles jusqu’au retardm− 1. On peut
aussi voir que ce contraste estéquivalent̀a celui baśe sur
l’information mutuelle entre les vecteursY1(1 : m), . . . ,
YK(1 : m)].

– 2: PrenonsQ(Y ) = [detJ(Y )]−1/(2m) où m est la di-
mension deY andJ(Y ) = E[ψY (Y )ψ′

Y Y (Y )] est la
matrice d’information de Fisher,ψY désignant ici l’op-
pośe du vecteur gradient du logarithme de la densité
de Y ). On montre queQ est une fonctionnelle super-
additive de classe II, avec l’inégalit́e (1) stricte sauf siX
andY sont gaussiens de matrices de covariance propor-
tionnelles. Par suite (4) avec12 log det J [Yk(1 : m)] à la
place deh[Yk(1 : m)] est un contraste discriminant sous
les m̂emes conditions que dans l’exemple 1 préćedent.

– 3: Supposons que les sources sont bornées et prenons
Q(Y ) = RY où pour une vecteur aléatoireY de di-
mensionm, RY est d́efinie comme la racinem-ième du
volume du support de sa loi. Alors, d’après l’inégalit́e
de Brunn-Minkowski ([3],équation (16.98)),RX+Y ≥
RX +RY siX etY sont ind́ependants. Par suite la fonc-
tionnelleQ super-additive de classe II avec l’inégalit́e
(1) stricte et donc

∑K
k=1RYk(1:m) − log detB est un

contraste discriminant.
Exemples 1 – 3 sont des analogues des exemples 1 – 3 de la

section 2. Mais dans ce cas vectoriel, il y a d’autres possibilités.

Autres exemples
– 4: Prenons pourQ la fonctionnelle d́efinie par

Q[Y (1 : m)] = eh[Y (m)|Y (1:m−1)],

où h[Y (m)|Y (1 : m − 1)] est l’entropie conditionnelle
deY (m) sachantY (1 : m−1). On montre queQ est une
fonctionnelle super-additive de classe II avec l’inégalit́e
(1) stricte sauf si les vecteurs aléatoiresX(1 : m) et
Y (1 : m) sont gaussiennes dont les matrices de cova-
riance sont telles que les dernières colonnes de leur in-
verses soient proportionnelles. En se servant de la sta-
tionnarit́e des processus les sources, on voit que

K∑
k=1

h[Yk(m)|Yk(1 : m− 1)]− log B (5)

est un contraste discriminant sous les mêmes conditions
que dans l’exemple 1 préćedent.

– 5 Prenons pourQ la fonctionnelle d́efinie parQ(Y ) =
[J(Y )mm]−1/2 où J(Y )mm est l’élément en bas̀a droite
deJ(Y ), la matrice d’information de Fisher définie plus
haut. On montre queQ est une fonctionnelle super-
additive de classe II avec l’ińegalit́e (1) stricte sauf si les
vecteurs aĺeatoiresX(1 : m) et Y (1 : m) sont comme
dans l’exemple 4 préćedent. On d́eduit alors que (5) avec
1
2 log J(Y )mm à la place deh[Yk(m)|Yk(1 : m− 1)] est
un contraste discriminant sous les mêmes conditions que
dans l’exemple 1 préćedent.

Il est int́eressant de noter que les contrastes préćedents,
autres que celui de l’exemple 3, sont, contrairementà ceux dans
la section 2, encore discriminant pour les sources gaussiennes,
pourvu qu’une condition de “non proportionnalité” soit satis-
fait. Cela sugg̀ere la possibilit́e de śeparer les sources̀a l’aide
des statistiques du second ordre uniquement. Pour cela, nous
associons,̀a une fonctionnelleQ, la fonctionnelle gaussienne
Qg définie parQg(Y ) = Q(Ỹ ) où Ỹ est un vecteur gaussien
de m̂eme matrice de covariance que celui deY . Clairement, si
Q est super-additive de classe II, il en est de même pourQg.
Le probl̀eme est que l’ińegalit́e (1) peut ne pluŝetre stricte. En
fait, dans le cas òu Y est scalaire, on montre que c’est toujours
uneégalit́e et donc la fonctionnelleQg est sans int́er̂et. Mais
dans le cas vectoriel, on obtient des contrastes intéressants.

Exemples de contrastes “gaussiens”
– 1′: PrenonsQg(Y ) = [det cov(Y )]1/(2m) où cov(·)

désigne la matrice de covariance. C’est la fonction-
nelle gaussienne associée à celles des exemples 1 et 2
préćedents. Le contraste correspondant est discriminant
s’il n’y a pas de paire de sources ayant leurs autocova-
riances proportionnelles jusqu’au retardm− 1.

– 4′: PrenonsQg(Y ) = [det cov(Y )/det cov(Y )−]1/2 où
cov(Y )− est la matrice d́eduite de cov(Y ) par suppres-
sion de la dernìere ligne et colonne. C’est la fonction-
nelle gaussienne associée à celles des exemples 4 et 5
préćedents. Le contraste correspondant est discriminant
sous les m̂eme conditions que celle de l’exemple1′.

Filtrage et moyenne ǵeométrique Dans la Proposition 4.1,
la fonctionnelleQ est appliqúee à un vecteur forḿe par les
observations successives, mais ce n’est pas obligatoire. On a
déjà vu que l’on peut prendre des observations espacées de
q > 1 unités de temps. Mais il y d’autres possibilités. En
fait, il est facile de voir que sĩQ est une fonctionnelle super-
additive de classe II sur les loism-dimensionelles, etT est
une application lińeaire deIRm à IRp, alors la fonctionnelleQ
définie parQ(Y ) = Q̃(TY ) est aussi super-additive de classe
II. Plus ǵeńeralement, on peut considérer une banque dem
filtres sṕecifiés par les śequences de leur réponses impulsio-
nellesc1(·), . . . ,cm(·) et d́efinit la fonctionnelleQ par:

Q[Y (·)] = Q̃([(c1 ? Y )(1) · · · (cm ? Y )(1)]T),

où ? désigne la convolution etT la transposition. IciQ est une
fonctionnelle sur les lois de processus et non plus de vecteur
aléatoire, mais les notions de super-additivité et de classe II
se ǵeńeralisent imḿediatement dans ce cas et les résultats de



la Proposition 4.1 sont encore applicables. ClairementQ est
super-additive de classe II sĩQ est. Les conditions pour que le
contraste correspondant est discriminant sont plus complexes
mais peuvent̂etre facilement obtenues cas par cas.

Une façon de construire de nouvelles fonctionnelles super-
additives de classe IIà partir d’autres fonctionnelles est d’effec-
tuer une moyenne géoḿetrique. SoientQ̃1, . . . , Q̃p des fonc-
tionnelles super-additives de classe II, on montre que la fonc-
tionnelleQ définie par

Q(Y ) =
p∏

n=1

Q̃αn
n (Y ), an > 0,

p∑
n=1

αn = 1,

l’est également. Les̃Qn peuventêtre les m̂emes mais oṕerant
chacun sur une seule composante distincte deY , par exemple.

En combinant les deux idées pŕećedentes, on arrivèa
une fonctionnelleQ super-additive de classe II de la forme
Q[Y (·)] =

∏p
i=1 Q̃

αn
n [cn ?Y (1)], où cn repŕesentent des filtres

linéaires, qui donne lieu au contraste
K∑

k=1

m∑
n=1

αn log Q̃[(cn ? Yk)(1)]− log |detB|.

Ce contraste en fait une combinaison convexe des contrastes
simples baśes sur une fonctionnelle super-additive de classe II
d’une loi uni-dimensionelle. La condition pour qu’il soit dis-
criminant d́epend bien sur de cette fonctionnelle mais aussi du
choix des filtres et peut̂etre toujours obtenue cas par cas.

Si on prendre pour les filtres préćedents des filtres passe-
bandeétroites centŕes sur diff́erentes fŕequences, alors leur
sorties tendent̀a être gaussiennes et donc on peut remplacer
Q̃ par la fonctionnelle gaussienne associée sans trop perdre
d’information. Or dans le cas uni-dimensionelle, une fonction-
nelle gaussienne de classe II n’est d’autre qu’un multiple de la
déviation standard. Par suite, on est amené au contraste

K∑
k=1

1
2

m∑
n=1

αn log var[(cn ? Yk)(1)]− log |detB|, (6)

où var(·) désigne la variance. On montre que ce contraste est
discriminant si pour chaque sourceSk, var[(c1 ? Sk)(1)], . . . ,
var[(cm ? Sk)(1)] sont strictement positive et que le vecteur
ayant ces variances comme composantes n’est pas proportion-
nel à tout autre vecteur défini de façon semblable correspon-
dantà une autre source. SoitfY(n) la matrice de terme ǵeńeral
cov[(cn?Yi)(1), (cn?Yj)(1)] où cov(·) désigne la covariance et
soit fX(n) définie de la m̂eme façon avecYk remplaće parXk,
alorsfY(n) = BfX(n)BT et s’interpr̀ete comme la matrice de
densit́e spectrale lisśee du processus{Y(t)} en la fŕequence
dominante dun-ième filtre. Le contraste (6) s’écrit alors,̀a une
constante additive près

1
2

m∑
n=1

αn[log det diag fY(n)− log det fY(n)], (7)

où diag est l’oṕerateur qui met̀a źero les termes non diagonale
de son argument. L’expression entre les crochets préćedents est
en fait une mesure de déviationà la diagonalit́e de la matrice
fY(n), car d’apr̀es l’inégalit́e d’Hadamard ([3], p. 233 ou 502)
det diagM ≤ detM pour toute matrice d́efinie positiveM,
avecégalit́e si et seulement si cette matrice est diagonale. Par
suite (7) est un crit̀ere de diagonalisation jointe des matrices de
densit́e spectrales croisées lisśees des sources restituées.

Les contrastes (4) et (5) ontét́e introduits dans Pham [9].
Leur analogies gaussiennes et le contraste (6) ou (7) ontét́e
introduits dans Pham [11]. Pham [11, 12] a aussi donné un al-
gorithme efficace trouver la solution au problème de diagonali-
sation jointe approch́ee de plusieurs matrices définies positives.

5 Conclusion

Nous avons introduit une ḿethode tr̀es ǵeńerale pour
construire des contrastes quinécessitent pas de blanchissage
au préalable et peuvent exploiter l’information temporelle dans
les différentes sources.
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