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Résumé — Cette article présente une analyse asymptotique de I'estimateur semi-autodidacte proposé par A. Gorokhov dans
[3] combinant linéairement le critére des moindres carrés sur la séquence d’apprentissage et le critére sous-espace autodidacte
[6]. Cette analyse s’inscrit dans le contexte des radiocommunications numériques a acceés multiple & répartition dans le temps
(AMRT) et a réception multicapteurs. Nous présentons ’analyse asymptotique de lestimateur semi-autodidacte pour deux
hypotheses asymptotiques différentes et proposons deux techniques issues des résultats de cette analyse permettant de régler de
facon optimale le compromis entre le critére des moindres carrés (utilisant la séquence d’apprentissage) et le critére sous-espace
autodidacte. Les simulations effectuées montrent que ces approches permettent d’améliorer significativement les performances de
la méthode tant en termes d’estimation que de réduction du taux d’erreur.

Abstract — This paper is devoted to the analysis of a “semi-blind” estimation framework in which the standard input-output
(training sequence based) estimation is enhanced by using the statistical structure of the whole observation sequence. More
specifically, we consider the case of a general TDMA frame-based receiver equipped with multiple sensors, and restrict our
attention to second-order based subspace methods which are suitable for most standard communication applications due to
their moderate computational cost. The channel estimator is obtained as a regularized least-squares solution where the blind
subspace criterion plays the role of the regularization constraint. The main contribution of the paper consists in showing by
asymptotic analysis how to optimally tune the balance between the blind criterion and the least-squares fit depending on the
design parameters of the system. Simulations show that the proposed solutions are very effective and significantly improve the
efficiency of the equalization.

1 Introduction 2 Modele et hypotheses

On suppose qu’un seul utilisateur est actif sur un inter-
valle de temps qui lui est alloué (systeme AMRT, Accés
Multiple ¢ Répartition dans le Temps) et que la trans-
mission s’effectue par l'intermédiaire d’une modulation
linéaire a travers un canal de transmission linéaire et inva-
riant dans le temps. Le signal recu en bande de base y(t)
peut ainsi s’exprimer comme

Les techniques autodidactes d’estimation par sous-espace
[9, 6] souffrent parfois d’inconvénients majeurs, par ex-
emple en terme de robustesse au bruit, ou de robustesse
a la sous et surmodélisation. Les techniques dites semi-
autodidactes [4, 7] permettent quant a elles de mettre en
oeuvre des estimateurs a la fois robustes et performants:
certaines de ces techniques consistent ainsi & coupler des
criteres basés sur la connaissance d’une séquence d’ap- +00
prentissage (ou de symboles connus) et des criteres dits y(t) = Z h(t — kT)sp +w(t),
autodidactes. D’autres techniques utilisent quant a elles k=—o00
une information supplémentaire contenue dans la struc-
ture du signal émis.

On se propose dans cet article d’analyser les perfor-

teR (1)

ou h(t), {si}, et w(t) désignent respectivement le canal
équivalent de transmission, les symboles d’information et

. . ) : . le bruit.
mances asymptotiques d’une technique d’estimation semi-
autodidacte pour laquelle le critere des moindres carrés .
issu de la séquence d’apprentissage est combiné linéairement  2-1 Hypotheses

a un critere sous-espace utilisant les statistiques du se-
cond ordre du signal observé [3]. Cette analyse permet
ainsi de mieux comprendre quel role joue le coefficient de
pondération donné & 'un ou 'autre des deux criteres (au-
todidacte et semi-autodidacte). Cette analyse nous per-
met enfin de proposer deux techniques d’estimation semi-
autodidactes optimales dont les performances dépassent
de fagon significative celles de I’estimateur des moindres
carrés sur la séquence d’apprentissage.

On suppose par la suite que les hypotheéses suivantes
sont, vérifiées:

(S1) Le temps symbol T' est connu.

(S2) La réponse impulsionnelle du canal h(¢) est a va-
leurs complezes, causale et a support fini (L + 1)T,
et s’écrit h(t) = [AM(¢t),--- AN ()]T lorsque N
capteurs sont utilisés & la réception (h()(t) est la
réponse impulsionnelle du canal sur le capteur 7).
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(S3) On suppose que les symboles d’information, notés
{s1}, sont des variables aléatoires complexes i.i.d

(independants et identiquement distributés), a moyenne

nulle et vérifiant: E(|s;|?) = o2, E(si) = 0. En-
fin, les symboles de la séquence d’apprentissage sont,
notés {5;}1—r<k<m €t sont supposés connus par le
récepteur.

Le bruit, noté w(t) = [wM(t),--- ,w™ (t)]7, est un
processus aléatoire complexe aux moments d’ordre
4 finis : (E||w(#)]|* < 00). On suppose de plus que ce
bruit est spatialement blanc et circulaire: E[w(t)] =
0, Ew(t)wH ()] = oIy, et Ew(t)wl (t)] = Oy
avec Iy matrice identité de dimension N. Enfin, le
bruit est supposé indépendant de la séquence d’in-
formation.

(S4)

2.2 Notations et Modeles

On note y,(j) 2 (O (ET) le signal recu sur le capteur i

échantillonné 4 la période symbole T et y, = [y,gl) .. .y,(gN)]T
le vecteur spatial d’observations. Selon I’hypothese (S1),

le vecteur d’observation yj, suit alors le modele linéaire
(2)
yk:[ho...hL]sk+wk (2)

en notant sp = [Sk ... sk_L]T les symboles d’information,
et hy £ [hl(l)) . hl(N)]T les coefficients issus de 1’échantil-
lonnage du canal sur chaque capteur a l'instant IT. Par
la suite, on notera h = [hi"...hT]T le parametre sous
forme vectorielle du canal. De la méme fagon, le vecteur de
ré ; A, T T guit ] ST Tim b1

gression y, = [k’ -.-Yk—M' ] suit le modéle linéaire
mono-entrée / sorties-multiples (3)

Y, = Tu(h)s, +wy (3)

ot Tar(h) est la matrice toeplitz par blocs N(M + 1) x
(L + M + 1) définie par:

T (h) 2 . (4)

Pour les observations générées par la séquence d’appren-
tissage (dont les symboles sont connus), le modele peut
s’écrire sous la forme

y = Sh+w (5)

oll on notey = [le .. y%] T 1e vecteur des m observations
spatio-temporelles générées par I’apprentissage S. On peut
montrer que S se met sous la forme S = [S;...S,,]T en
posant S{ = [Sk..-Sk—1]®In, ol ® est le produit matri-
ciel de kronecker?!.

3 Estimation Sous-Espace: Rappels

Dans cette partie, on rappelle brievement le principe
d’identification par sous-espace [6, 9, 5, 8]. Supposons que

1. A ® B est la matrice obtenue en substituant chaque élément
ai; de A par le bloc (a;; B)

le vecteur polynomial h(z) = hg +h;z=' + .- + hyz~F
s’écrive comme le produit d’un pdlynome scalaire, noté
p(h; 2), et d’un vecteur polynomial h(z) ne possédant pas
de zéros communs a ses différentes composantes. Notons
d le degré du polynome p(h; z). Alors, sous les hypotheses
(S3)-(S4), la matrice de covariance du signal y, peut s’écrire

[9]
R2Ey y "} = o)Tum)Tum"+0L (6)
= U(A+0°L,_4) U" +6°II (7)

ot r 2 N(M +1),p 2 L+ M+1, A est une matrice
diagonale de dimension p—d dont les éléments sont positifs
et non-nuls, et U est une base orthonormale de ’espace
image de T ar(h).

L’équation (7) s’obtient en procédant & la décomposition
en valeurs singulieres de T js(h) en notant que la matrice
T m(h) possede un espace image de dimension p — d [9].
Le critére sous-espace autodidacte proposé dans [6] ex-
ploite alors 'orthogonalité entre T ps(h) et II. En effet,
les solutions du systeme d’équation

II7Tm(E) =0 (8)
sont, données par

f(z) = r(2)h(z) (9)
ol r(z) est un polynome de degré d [6, 5, 1]. Il en résulte
que si h(z) n’a pas de zéro commun (i.e. p(h;z) est de
degré nul), alors h(z) est identifiable o une constante preés
par la méthode sous-espace. Enfin, remarquons que les
équations du systeéme (8) sont linéaires en f : on peut alors
réécrire le systeme (8) en la forme vectorielle (10) en uti-
lisant I'opérateur de vectorisation colonne vec(.)

vec(IIT pr(f)) = D(IDf (10)

ot D(II) est une matrice Toeplitz par bloc de dimension
r(M+1)x N(L+1).

Du principe d’identification précédent et de la forme
linéaire (10) se déduit alors une procédure d’estimation
simple : supposons que le canal h(z) est irreductible et que
lon ait recu n observations {yx }1<k<n, le critere autodi-
dacte par sous-espace consiste alors a estimer le projecteur
bruit II grace a la matrice d’autocorrélation estimée em-
piriquement

n
D —1 H
R,=n Z Vi Yy (11)
k=1
En procédant a la décomposition en valeurs propres de
R.,,, on peut écrire que

R, = U,A, U7 (12)
oll /A\n = diag(xl, e ,XT), les (Xz’)lgigr étant rangées par
ordre décroissant, et ou ﬁn est une base orthonormale.
En extrayant de Uyles vecteurs propres associés aux r —
p (dimension du sous-espace bruit) plus petites valeurs
propres de Kn, on peut ainsi former le projecteur bruit
II,,. Les coefficients du canal peuvent alors étre estimés
au sens des moindres carrés sous la contrainte ||f|| = 1, la
solution étant donnée par (13)

ﬂ = argmianH:1 {fHan} (13)
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olt I'on note Q, 2 D(II,,)D(II,). Cet estimateur est
v/n-consistant lorsque d = 0, c’est & dire lorsque h(z) ne
possede aucun zéro commun.

Des inconvénients demeurent cependant lorsqu’on sou-
haite mettre en oeuvre la technique sous-espace: on sup-
pose en effet que le canal h(z) est irréductible mais aussi
que l'ordre du canal est connu ou déterminé de fagon
exacte. Ce sont 14 deux hypothéses dont on ne peut étre
assuré en pratique et qui peuvent entrainer I’inconsistence
de lestimateur (dans le cas d’une surestimation de 1’ordre
du canal) ou bien un biais di & la troncature (dans le cas
d’une sousestimation de l’ordre). La condition d’absence
de zéros communs peut cependant étre assurée lorsque
Papport de diversité est suffisant (par exemple dans le
cas d’une réception multi-capteurs). La seconde hypothese
nécessite quant a elle ’estimation de 'ordre du modele.
Enfin, lorsque ces deux conditions sont rencontrées, le ca-
nal estimé est donné & un facteur d’échelle pres.

4 Estimation Semi-Autodidacte

Le critere semi-autodidacte combine de fagon linéaire le
critere d’apprentissage et le critere sous-espace. On sup-
pose pour simplifier que les observations peuvent étre mises
sous la forme de deux séquences d’observations indépen-
dantes: une séquence de n observations Y générées par
les symboles d’information, et une séquence d’observation
y de taille m générée par la séquence d’apprentissage. Le
critere semi-autodidacte s’exprime alors comme:

Csp(h,a) = |ly —Sh|® + anN h7Q,h
ou hf th est la forme quadratique estimée du critere
sous-espace [6] basé sur la matrice d’autocovariance des

observations y, . La solution qui minimise le critere (14)
est directement donnée par

(SHS n a%@,&il sfy.

(14)

~
hna =

)

(15)

4.1 Analyse asymptotique de ’estimateur

semi-autodidacte

On suppose, pour effectuer 'analyse asymptotique de
Pestimateur semi-autodidacte (15), que les longueurs m et
n tendent vers 'infini. Cette analyse (cf. [2] pour le détails
des calculs) montre que le comportement asymptotique
de ’estimateur semi-aveugle dépend surtout de 1’accrois-
sement, relatif entre les longueurs m et n et que 'on doit
considérer les deux situations asymptotiques suivantes:

(H1)
(H2)
menant aux deux propositions suivantes:

m =o(n)

m=n

4.1.1 Estimation semi-autodidacte par projec-

tion sous-espace

Proposition 1. Sous (H1), flma est une famille d’ esti-

mateurs consistants de h. De plus, m_l/Q(IAln,a —h) est
asymptotiquement normal de matrice de covariance

Ty.o(h) =o’P (878)7" (16)

ot P un projecteur (non-orthogonal) sur lespace nul de
Q défini comme

2P (s7s)

[V

P £ (sfls) (17)

avec P projecteur orthonormal sur ’espace nul de la ma-
trice Q £ (S#S)~2Q(SHS)~=.

De plus, si h représente l’estimateur "entrée/sortie” de
Dapprentissage et si P est un estimateur \/n-consistant de
P (par exemple issu de la décomposition en valeurs sin-
gulicres de (STS)~2 Qn(SHS)’%) alors Uestimateur semi-
aveugle suit le développement asymptotique suivant :

h,o = Ph+0y(m™" +n~'/?) (18)

La proposition 1 montre que sous ’hypothese (H1) la
covariance de I'estimateur lAln’a donnée par (16) ne dépend
pas du coefficient de régularisation «. Cette propriété est
liée au fait que, lorsque l'apprentissage est négligeable de-
vant 'information, le critere des moindres carrées n’a d’in-
fluence dans I’équation (14) que dans le sous-espace nul de
Qn, c’est & dire dans le sous-espace ou justement o n’a au-
cune influence. ~

Enfin, le développement (18) montre que h,, o est équi-
valent sous (H1) au projeté de l’estimateur des moindres
carrés sur P. L’estimateur projeté étant plus simple a cal-
culer, on s’attachera & le substituer au calcul de h,, , qui,
lui, nécessite le choix d’un facteur de régularisation opti-
mal. Cet estimateur projeté nécessite I’estimation du pro-
jecteur P. Pour estimer P, on estime P, le projecteur sur
le sous-espace nul de Q, en procédant & une décomposition
en valeurs propres de Q (la dimension de son espace nul
est égale a celle de I'espace nul de Q qui, elle, est sup-
posée connue). Puis, de l'estimation de P, on en déduit
directement celle de P grace & ’équation (17).

4.1.2 Estimation semi-autodidacte régularisée

Proposition 2. Sous (H2), flma est une famille d’esti-

mateurs consistants de h. De plus, n’1/2(f1n,a —h) est
asymptotiquement normal de matrice de covariance

To(h) =0® (S7S + omNQ)_1 [S”S + (anN)?M(h)]
(S”S +anNQ)™'  (19)

L’expression de M(h) est donnée dans [2]

Sous I’hypothese (H2), la facteur de régularisation «
joue un role non négligeable: il s’agit de trouver le coef-
ficient qui regle de fagon optimal la pondération entre les
deux criteres dans (14). De facon équivalente, on choisit
celui qui permet de minimiser la trace de la matrice de
covariance I';, o (h).

Bien que ne l'ayant pas démontré, nous observons en
pratique que tr(I'), o (h)) est une fonction rationnelle uni-
modale de «, i.e. n’admettant qu’un seul minimum en
a. De plus,nous ne pouvons évaluer exactement I'y, ,(h)
qui fait intervenir des grandeurs déterministes inconnues :
on est donc obligé de passer par une estimée de I', o(h)
en remplagant les grandeurs inconnues par des estimées
consistantes issues de ’analyse par sous-espace. Le cout
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de calcul de la trace de T'y, o (h) étant de plus assez impor-
tant, la recherche du coefficient de régularisation peut se
faire de faccon itérative en approximant la courbe estimée
de tr(T'y o (h)) par une cubique n’impliquant le calcul de
la trace tr(T'y, o (b)) qu’en quelques points.

5 Simulations et Conclusions

Les simulations sont effectuées pour une transmission
AMRT, avec une modulation BPSK, & travers un canal
de type Urbain généré selon le modele de Clarke. On
considere deux types de trames, "longues” et ”courtes”
pour lesquels respectivement on a n = 232 et n = 116.
Les filtres de réception et d’émission sont des racines de
Nyquist dont I’exces de bande est de 30%.

Les figures 1 et 2 illustre les taux d’erreur obtenus avec
les techniques d’estimation proposées. Les figures illus-
trent aussi, a titre de comparaison, I’estimation & mini-
mum de variance ainsi que l’estimation a maximum de
vraisemblance (algorithme EM). La détection des sym-
boles est effectuée via ’algorithme de Viterbi.

Les performances en terme de taux d’erreur illustrées
sur les figures 1 et 2 montrent un gain en terme de rapport
signal & bruit de l'ordre de 1dB & 1.5dB par rapport a
I’estimation par séquence d’apprentissage seule.

o Short Bursts (116 informations symbols), 8 sensors
10 T T - : :

6—o Semi-Bind EM
*—-— Semi-blind Regularized
R A- -4 Semi-Blind Projected
o—-—0 Training-Sequence

Bit Error Rate

-2 -1 0
SNR (dB)

Fia. 1: Tauz d’erreur pour 1000 trames émises courtes .
(8 capteurs, M=)

o Long Bursts (232 informations symbols), 8 sensors
10 T T - : :

6—o Semi-Bind EM
*—— Semi-blind Regularized
5o A--—A Semi-Blind Projected
T~ ©—-—0 Training-Sequence Estimate

Bit Error Rate

0
SNR (dB)

Fia. 2: Taux d’erreur pour 1000 trames émises longues.
(8 capteurs, M=)

Les deux techniques d’estimation semi-autodidactes pro-
posées dans cet article améliorent donc tres sensiblement
la qualité de I’estimation et de la détection des parametres
du systeme tout en possédant la robustesse de la technique
par apprentissage. Leur colit d’implémentation reste de
plus raisonnable car elles utilisent les statistiques du se-
cond ordre du signal recu ne nécessitant pas, a 'instar
d’autres critéres semi-aveugles, de procédure d’optimisa-
tion itérative.
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