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R�esum�e { Nous consid�erons le probl�eme de la s�eparation aveugle d'un m�elange instantan�e de sources non stationnaires,

�eventuellement gaussiennes. La borne de Cram�er-Rao asymptotique est calcul�ee dans le cas o�u les distributions des sources sont

connues ce qui permet de quanti�er l'inuence de la non stationnarit�e sur les performances optimales. Nous d�ecrivons ensuite un

algorithme adaptatif simple qui permet la s�eparation de sources gaussiennes en estimant simultan�ement la matrice de m�elange

et le pro�l de variance des signaux sources.

Abstract { We consider the blind separation of an instantaneous mixture of non-stationnary source signals, possibly normally

distributed. The asymptotic Cram�er-Rao bound is exhibited in the case of known source distributions, showing in a quantitative

manner how the non stationnarity governs the achievable performance. Finally a simple adaptive source separation algorithm is

presented which is able to separate non stationnary Gaussian sources.

1 Introduction

Le probl�eme de la s�eparation aveugle de m�elanges instan-

tan�es est g�en�eralement trait�e en exploitant la non gaus-

sianit�e (�eventuelle) des signaux sources [3]. Il existe cepen-

dant d'autres possibilit�es comme par exemple l'exploitation

des di��erences spectrales [4, 1]. Dans cet article, nous con-

sid�erons l'exploitation de la non stationnarit�e �eventuelle

des signaux sources. Dans ce cas, il est possible d'obtenir

la s�eparation de signaux gaussiens même spectralement

blancs.

Une premi�ere section d�ecrit le mod�ele (tr�es simple) con-

sid�er�e et donne les �equations du maximum de vraisem-

blance. Une seconde section donne les r�esultats d'une

analyse asymptotique dans le cas o�u les distributions (non

stationnaires) des sources sont connues. Ce cas ne se

pr�esente jamais en pratique mais permet d'obtenir une

borne aux performances en montrant comment un indice

de non stationnarit�e contrôle la borne de Cram�er-Rao.

Dans une derni�ere section, nous montrons comment la so-

lution du maximum de vraisemblance pour des distribu-

tions connues sugg�ere une famille d'algorithmes adaptat-

ifs capables d'obtenir la s�eparation de sources gaussiennes

pour non stationnarit�e inconnue mais �a variation su�sam-

ment lente.

2 Mod�ele.

Nous consid�erons un mod�ele de m�elange instantan�e o�u T

�echantillons d'un n-vecteur al�eatoire x(t) sont repr�esent�es

comme le m�elange par une matrice A inversible n� n de

T �echantillons d'un vecteur s(t) de `signaux sources' :

x(t) = As(t); 1 � t � T: (1)

La non-stationnarit�e de la s�equence des signaux sources

permet la s�eparation aveugle même lorsque ceux ci sont

distribu�es selon une loi normale. Il est facile de s'en per-

suader dans des cas simples. Supposons par exemple l'exis-

tence de deux r�egime successifs: pendant une premi�ere

p�eriode, la matrice de covariance des sources est une ma-

trice diagonale �1 puis, pendant une seconde p�eriode,

c'est une matrice diagonale di��erente �2. Si ces deux

p�eriodes sont connues, on peut calculer sur chacune d'elles

la matrice de covariance des observations, fournissant des

estim�ees de R1 = A�1A
y puis de R2 = A�2A

y. Cette

structure d�etermine la matrice A puisque les colonnes de

A sont les vecteurs propres de R1R
�1
2 . Ces derniers sont

uniques (aux ind�eterminations habituelles pr�es: permuta-

tion, signes et �echelle). En notant B = A�1, on remarque

aussi que BRiB
y = �1: la matrice B diagonalise con-

jointement les deux matrices de corr�elation. En fait, il

est possible de reformuler la log-vraisemblance gaussienne

sous la forme d'un crit�ere de diagonalisation conjointe des

covariances empiriques [6].

Dans cet article, nous consid�erons la solution du max-

imum de vraisemblance en supposant connues les distri-

butions des sources. Le mod�ele est le suivant. Le pro-

cessus fs(t)g n'est pas suppos�e stationnaire; nous con-

sid�erons ici le cas le plus simple d'une distribution `t.i.d.'

(sources Temporellement Independamment Distribu�ees),

c'est-�a-dire que s(t) est distribu�e ind�ependamment de s(t0)

si t 6= t0. De plus, nous supposons classiquement l'ind�epen-

dance des composantes de s(t): en notant rti la densit�e de



la i-i�eme composante de s(t), la densit�e de l'�echantillon

s(1); : : : ; s(T ) est le produit:

p(s(1); : : : ; s(T )) =
TY
t=1

nY
i=1

rti(si(t)) (2)

Dans ce mod�ele t.i.d., le gradient relatif [2] de la log-vrai-

semblance est donn�e par

�r log p(x(1); : : : ;x(t)jA) =
TX
t=1

�t(y(t))y(t)
y � I (3)

avec y(t) = A�1x(t) et [�t(y)]i = �
r0

ti
(yi)

rti(yi)
en g�en�eralisation

directe du cas i.i.d.

L'algorithme du gradient relatif pour maximiser la vrai-

semblance d'un s�eparateurB dans le mod�ele gaussien non-

stationnaire s'�ecrit donc, de nouveau en g�en�eralisation di-

recte du cas stationnaire:

1. Initialisation : B = I (par exemple).

2. Calcul du gradient relatif G de la log-vraisemblance

G(B) =
1

T

TX
t=1

�t(y(t))y(t)
y � I (4)

3. Si G(B) est `petit', arrêt; sinon mise �a jour relative

de la matrice de s�eparation :

B  (I � �G(B))B (5)

et retour �a l'�etape 2

Dans ce qui suit, nous serons particuli�erement int�eress�es

par le cas gaussien : le i-�eme signal �a l'instant t est tir�e

sous une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance

�2ti de sorte que s(t) � N (0;�t) o�u

�t = diag(�2t1; : : : ; �
2
tn) (6)

et donc :

[�t(y)]i =
yi

�2ti
ou encore �t(y) = ��1

t y: (7)

Combinant (3) et (7), les points stationnaires de la vraisem-

blance sont, dans le cas gaussien, les solutions des �equations

d'estimation :

1

T

TX
t=1

yi(t)yj(t)

�2ti
� �ij = 0 1 � i; j � n: (8)

Bien entendu, si les variances sont suppos�ees constantes

(�ti = �i), ces �equations sont deviennent redondantes : le

(i; j)-�eme terme fournit la même condition que le (j; i)-�eme

terme et le mod�ele n'est pas identi�able. Par contre, dans

le cas non-stationnaire, ces deux conditions sont a priori

distinctes et le mod�ele doit être identi�able en g�en�eral.

3 Borne de Cram�er-Rao en non sta-

tionnaire

Dans cette section, nous donnons la variance asympto-

tique de l'estimateur du maximum de vraisemblance dans

le cas t.i.d. en supposant connues les distributions des

sources �a chaque instant. Ceci permet de trouver la borne

de Cram�er-Rao et donne donc une id�ee de l'information

de Fisher apport�ee par la non stationnarit�e (en supposant

cette derni�ere connue).

Moyennes non-stationnaires. Les calculs asympto-

tiques du cas stationnaire tels qu'ils sont pr�esent�es par

Pham dans [5] peuvent être �etendus au cas non station-

naire t.i.d. Cependant un certain nombre de moments

doivent recevoir une d�e�nition appropri�ee, en rempla�cant

les esp�erances math�ematiques E par des limites de moyen-

nes. Ceci sera not�e par l'op�erateur �E : si fXtg est une

s�equence de variables al�eatoires pour laquelle la distribu-

tion de Xt d�epend de t, nous notons

�EfXg
def
= lim

T!1

1

T

TX
t=1

EXt (9)

en supposant que la somme converge e�ectivement. En

particulier la puissance moyenne du i-�eme signal est �Efs2i g =

lim 1
T

P
t si(t)

2.

Taux de r�ejection. La qualit�e d'une estim�ee Â en ter-

mes de s�eparation de sources peut être mesur�ee par le

`taux de r�ejection' associ�e. Si le vecteur des sources est

estim�e par ŝ = Â�1x, alors la puissance moyenne de la

j-�eme source dans l'estim�ee de la i-�eme source est donn�ee

par j[Â�1A]ij j2 �Efs2jg tandis que la puissance moyenne de

la i-�eme source est j[Â�1A]iij2 �Efs2i g. Pour un estima-

teur r�egulier, la variance asymptotique de [Â�1A]ij d�ecrô�t

comme T�1 pour i 6= j tandis que [Â�1A]ii converge vers

une constante (�egale �a 1 si la distribution des sources est

correctement sp�eci��ee dans le mod�ele). Nous d�e�nissons

�ij
def
= lim

T!1
TE

 
j[Â�1A]ij j2

j[Â�1A]iij2

!
�Efs2jg
�Efs2i g

: (10)

pour exprimer le `taux de r�ejection asymptotique' (de la

j-�eme source dans l'estim�ee de la i-�eme source).

Ind�ependance des non stationnarit�es. Les expres-

sions des taux de r�ejection asymptotiques �ij peuvent être

obtenues dans le cas non-stationnaire par la voie habituelle

mais les r�esultats pour une paire de sources (i; j) ne se

prêtent �a une interpr�etation simple que lorsque la condi-

tion
�E
�
�0i(si)s

2
j

	
= �E f�0i(si)g �E

�
s2j
	

(11)

est v�eri��ee. Cette condition s'interpr�ete comme une sorte

`d'ind�ependance des non-stationnarit�es' en ce sens qu'elle

exprime une `d�ecorrelation empirique' entre la s�equence



des puissances de la j-�eme source et la s�equence fE�0i(si(t))g

de la i-�eme source.

R�esultats asymptotiques Il s'av�ere que le comporte-

ment asymptotique d�epend des quantit�esR1; : : : ; Rn d�e�nies

par
Ri

def
= �E f�0i(si)g �E

�
s2i
	
: (12)

Sous l'hypoth�ese t.i.d. et sous celle d'ind�ependance des

non-stationnarit�es introduite ci-dessus, la borne de Cram�er-

Rao s'obtient en calculant les taux de r�ejection asympto-

tiques de l'estimateur du maximum de vraisemblance. Le

calcul donne
�ij =

Rj

RiRj � 1
: (13)

Ce r�esultat s'obtient sans supposer la normalit�e des sig-

naux sources : il permet donc d'uni�er la description des

performances dans le cadre non-gaussien et dans le cadre

non-stationnaire.

En e�et, dans le cas stationnaire non-gaussien, la quan-

tit�e Ri se r�eduit �a E�0i(si)Es
2
i : on retrouve les r�esultats

de Pham [5] et Ri s'interpr�ete comme une mesure de non-

Gaussianit�e. Plus pr�ecis�ement, on a Ri � 1 dans le cas

stationnaire avec �egalit�e seulement si et seulement si si
pr�esente une distribution gaussienne. Les performances

sont d'autant meilleures que les distributions des sources

sont �eloign�ees de la gaussienne et ceci est mesur�e par

l'�ecart de Ri �a 1.

Dans le cas non stationnaire gaussien, le score est donn�e

par (7) de sorte que �0i(si) = ��2
ti . Par cons�equent, la

quantit�e Ri s'exprime comme

Ri = �E�2ti �E�
�2
ti � 1: (14)

Dans ce cas, l'�egalit�eRi = 1 est atteinte lorsque la s�equence

f�2tig des variances est constante et c'est donc l'�ecart de Ri

�a la valeur 1 qui mesure (asymptotiquement) la capacit�e

de la non stationnarit�e �a permettre la s�eparation.

4 Une famille d'algorithmes

Dans la pratique, les distributions non stationnaires des

sources ne sont pas connues : l'algorithme du maximum

de vraisemblance r�esum�e par les �equations (4) et (5) ne

peut être implant�e tel quel.

Dans le cas stationnaire, il est certainement possible

d'estimer les distributions de chaque source par exemple

en adoptant la m�ethode de Pham [5] (qui estime non pas

la distribution de chaque source mais la fonction score as-

soci�ee). Dans le cas non stationnaire, il n'est pas possible

|sans hypoth�eses de r�egularit�e| d'estimer les distribu-

tions des sources.

Une solution possible est de supposer une certaine r�egula-

rit�e dans l'�evolution des distributions des sources : on fera

l'hypoth�ese que les variances �2ti �evoluent lentement en

fonction du temps. D�es lors il est possible d'estimer les

variances instantan�ees, par exemple par un simple lissage

temporel du carr�e y2ti des sorties du s�eparateur. Si l'on

adopte en outre un mod�ele gaussien, la connaissance des

variances su�t �a sp�eci�er la distribution des sources (en

supposant des sources de moyenne nulle).

L'approche propos�ee dans cet article consiste donc �a

modi�er l'algorithme du gradient relatif (r�esum�e par les

�equations (4) et (5)) en utilisant un score gaussien estim�e,

c'est-�a-dire en prenant :

[�t(y)]i =
yi

�̂2ti
(15)

o�u, �a chaque it�eration, les valeurs de �̂2ti sont obtenues par

�ltrage passe-bas de yi(t)
2.

Un exemple La �gure 1 pr�esente un exemple de trajec-

toire d'un tel algorithme o�u les variances de chaque source

varient sur une trajectoire sinuso��dale comprise entre les

valeurs 0:5 et 2. Ces variances �2ti sont estim�ees par la

moyenne de yi(t)
2 sur les �echantillons entre t�50 et t+50.

Il faut noter que, dans cette approche, rien n'a �et�e

sp�eci��e pour contrôler l'amplitude des sorties ou celle des

composantes de la matrice de s�eparation: dans l'algorithme

tel qu'il vient d'être d�ecrit, si B est un point stationnaire

alors �B en est aussi un si � est une matrice diago-

nale. Ceci est potentiellement dangereux (en termes de

stabilit�e) dans le cas o�u l'on travaille �a pas d'adaptation

constant. Pour contrôler l'amplitude des sorties, une ap-

proche possible est de normaliser les fonctions scores par

l'op�eration

�̂2ti !
�̂2ti

T�1
PT

t=1 �̂
2
ti

1 � i � n (16)

ce qui a pour e�et de produire des signaux sources estim�es

de variance moyenne �egale �a 1. C'est cette solution qui a

�et�e adopt�ee pour l'algorithme illustr�e par la �gure 1.

5 Discussion

C'est la variation lente des variances des sources qui per-

met d'obtenir une estimation raisonable de ces variances et

donc de mettre en oeuvre l'algorithme pr�esent�e ci-dessus.

Une situation oppos�ee serait celle o�u �a chaque instant les

variances �2ti seraient tir�es ind�ependamment au hasard.

Dans ce cas, la distribution des sources devient |de fait|

celle d'un m�elange de gaussiennes qui est bien entendu

une distribution non gaussienne. On voit que la notion de

s�equence non stationnaire de distributions gaussiennes est

en fait une notion oue qui n'est bien cern�ee que dans la

limite des variations lentes. Nous pr�esenterons pendant la

conf�erence d'autres r�esultats mettant en �evidence la `con-

tinuit�e' avec le cas non gaussien stationnaire.
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Fig. 1: Une trajectoire de l'algorithme du maximum de

vraisemblance gaussien avec trois sources et trois cap-

teurs. Les r�ealisations des sources sont obtenues en tirant

si(t) sous la loi N (0; �2ti) pour 1 � t � T = 1000. La

variation temporelle des variances de chaque source est

choisie selon une loi d�eterministe: variation sinuso��dale

repr�esent�ee dans le premier panneau. Le second panneau

montre l'�evolution des 9 coe�cients du syst�eme global

BA. Trois de ces coe�cients convergent vers une valeur

proche de 1 tandis que 6 autres convergent vers des valeurs

beaucoup plus faibles, mettant en �evidence la convergence

vers un s�eparateur en une trentaine d'it�erations. Le pas

d'adaptation choisi est � = 0:5, les variances �2ti des

sources sont estim�ees par moyennage de yi(t)
2 sur une

fenêtre rectangulaire de 100 �echantillons.
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