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R�esum�e { Les ondelettes o�rent de nouvelles perspectives en tomographie locale. Cette technique permet de r�eduire la dose

de radiation administr�ee au patient sans compromettre la qualit�e de la r�egion d'int�erêt reconstruite.

Dans cette communication, nous proposons une formule analytique reliant les coe�cients d'ondelettes de l'image �a ses projections

divergentes. Son application �a la reconstruction locale est �egalement pr�esent�ee.

Abstract { Wavelets in Computerized Tomography has lead to new developments in Local Tomography. This approach allows

to reduce radiation exposure without degrading the image quality of the reconstructed region.

In this communication, we propose an explicit formula to compute the wavelet coe�cients of an image from its fanbeam projec-

tions. The application to Local Tomography is demonstrated as well.

1 Introduction

En tomographie X, une coupe anatomique du patient
est reconstruite �a partir d'un grand nombre de mesures
d'att�enuation d'un faisceau de rayons X. Il est �etabli, qu'en
utilisant les m�ethodes classiques de reconstruction tomo-
graphique, la reconstruction d'une r�egion d'int�erêt (i.e.
ROI) n�ecessite toutes les projections de l'image et non
pas exclusivement celles de la ROI. R�ecemment, l'utilisa-
tion des ondelettes en tomographie a permis de surmon-
ter cette limitation [1],[2],[3]. Ces m�ethodes se basent sur
la propri�et�e de certaines ondelettes �a localiser la Trans-
form�ee de Radon et permettent donc de reconstruire une
r�egion d'int�erêt �a partir essentiellement de projections lo-
cales. Cependant, ces algorithmes ont �et�e d�evelopp�es pour
une g�eom�etrie d'acquisition parall�ele alors que la plupart
des scanners X cliniques utilisent une source divergente
de rayons X. A ce jour, la seule adaptation d'algorithmes
multir�esolution �a des donn�ees divergentes a consist�e �a r�e-
organiser les donn�ees en un ensemble de projections pa-
rall�eles [4].
Dans cet article, nous proposons une formule analy-

tique de reconstruction multir�esolution directement adap-
t�ee aux projections divergentes. Cette approche repose sur
l'emploi d'ondelettes non s�eparables radiales et relie les co-
e�cients d'ondelettes de l'image �a ses projections �eventail.
Un algorithme multir�esolution similaire �a la m�ethode stan-
dard de reconstruction 2D divergente (i.e. R�etroprojection
Filtr�ee) est ainsi propos�e. Son application �a la reconstruc-
tion locale est �egalement d�ecrite.
Dans la suite, les caract�eres gras minuscules et majus-
cules correspondent respectivement �a des vecteurs 2D et
des matrices.

2 Formule directe de reconstruc-

tion

2.1 Analyse Multir�esolution 2D

Une Analyse Multir�esolution (i.e. AMR) 2D de L2(IR2)
se caract�erise par le choix d'une matrice de dilatation
D 2 ZZ2�2, une fonction d'�echelle � de L2(IR2) et un en-
semble d'ondelettes f	i 2 L2(IR2); i = 1:::(j detDj�1)g.
Ce formalisme permet de d�e�nir l'ensemble des versions
dilat�ees et translat�ees de � par [5] :

�j;k(x) = j detDj� j
2 �(D�j

x� k); j 2 ZZ;k 2 ZZ2: (1)

L' AMR 2D consiste �a d�ecomposer successivement le si-
gnal 2D suivant un terme d'approximation et (j detDj�1)
termes de d�etails �a chaque r�esolution.
Notons WDj (�; f)(n) les coe�cients d'approximations de
f �a la r�esolution j et WDj (	i; f)(n) les coe�cients d'on-
delettes de la fonction f . Cette d�ecomposition est obtenue
en appliquant au signal f un banc de �ltres, s�eparables ou
non s�eparables, poss�edant, en particulier, les propri�et�es
de reconstruction parfaite du signal �a partir de ces coe�-
cients.
Le signal 2D est g�en�eralement d�ecompos�e sur des bases

d'ondelettes s�eparables par produits tensoriels en �xant
DS = 2 I [6]. Cette approche permet de pr�eserver la plu-
part des propri�et�es des ondelettes 1D comme la recons-
truction parfaite, la r�egularit�e... Elle a trouv�e de nom-
breuses applications en traitement d'images [7] du fait de
la simplicit�e de sa mise en oeuvre et de la faible compl�exit�e
du calcul. N�eanmoins, l'emploi d'ondelettes s�eparables pri-
vil�egie certaines directions dans l'image (horizontales, ver-
ticales et diagonales) ce qui peut être une limitation en
tomographie o�u la g�eom�etrie d'acquisition est circulaire.



Un traitement r�eellement 2D est possible avec l'emploi
d'ondelettes quinconces qui o�rent plus de 
�exibilit�e dans
l'analyse multir�esolution, plus de degr�es de libert�e dans
la synth�ese des �ltres et respectent mieux le syst�eme vi-
suel humain [5]. La matrice de dilatation est alors donn�ee
parDQ = (1 1; 1 �1). Les ondelettes non s�eparables quin-
conces permettent d'analyser un signal 2D �a une r�esolution
interm�ediaire (i.e. D2

Q = DS) et peuvent être construites
e�cacement en utilisant la transformation de McClellan
appliqu�ee �a un banc de �ltres 1D [8].

2.2 Tomographie 2D multir�esolution

Dans un travail ant�erieur [3], nous avons �etabli que les
coe�cients d'approximations d'une image f peuvent être
exprim�es �a partir de ses projections parall�elesR�f(t) par :8>><>>:

WDj (�; f)(x) = B(Djx) avec x = (x; y)t:

B(x; y) =
�R
0

tmR
�tm

R�f(t)h�;j(xcos� + y sin � � t) dt d�

avec h�;j = �R�
~�j;0 :

(2)
o�uR repr�esente l'op�erateur de la Transform�ee de Radon et
� l'op�erateur Lambda, d�e�ni dans le domaine de Fourier

par d(�p)(!) = j!j � p̂(!).
Les coe�cients sont donc obtenus en r�etroprojetant sur
une grille de points d�e�nie par la matrice D le r�esultat de
la convolution entre la projection parall�ele R�f et le �ltre
rampe modi��e h�;j . Ce �ltre d�epend �a pr�esent de l'angle
�, de la r�esolution souhait�ee j et de l'ondelette �.
Cette formule est l'analogue multir�esolution de la for-

mule de reconstruction par r�etroprojection �ltr�ee [9] :

f(x; y) =

�Z
0

tmZ
�tm

R�f(t)k(x cos � + y sin � � t) dt d� (3)

o�u tm est d�e�ni par R�f(t) = 0 pour jtj > tm 8� et k

d�esigne le kernel du �ltre rampe.
Pour le choix DS = 2 I dans (2), on retrouve la formule
propos�ee en [2] pour des ondelettes s�eparables. On calcule
de la même fa�con les (j detDj�1) coe�cients d'ondelettes
de la fonction f �a partir des projections parall�eles R�f en
substituant dans (2) la fonction 	i �a �.
Une �etape de �ltrage est ensuite n�ecessaire pour recons-

truire la fonction f �a partir des coe�cients d'approxima-
tions et d'ondelettes ainsi obtenus : cette synth�ese est mise
en oeuvre par l'emploi d'un banc de �ltres avec un sch�ema
pyramidal [6] [voir Fig. (2)].

2.3 G�eom�etrie 2D divergente

La �gure 1 illustre la g�eom�etrie divergente �a d�etecteurs
plans et pr�ecise les notations utilis�ees par la suite. La pro-
jection divergente R�(s) est param�etr�ee par s, la distance
depuis l'origine sur l'axe D0, et �, l'angle que fait la source
avec l'axe Oy. On r�ealise un �echantillonnage r�egulier du
domaine (�; s) sur [0; 2�[�[�sm; sm] et on cherche �a re-
construire la fonction f , suppos�ee �a support compact, �a
partir de l'ensemble des projections divergentes ainsi ob-
tenues.
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Fig. 1: Faisceau divergent

Une projection �eventail R�(s) co��ncide avec la projec-
tion parall�ele R�f(t) si les param�etres (�; t) et (s; �) sont
li�es par les relations : � = � + arctan s

D1

= � + 
(s) et
t = sp

D2

1
+s2

:

Si l'on e�ectue ce changement de variable dans l'�equation
(2), et si on exprime le point que l'on cherche �a recons-
truire en coordonn�ees polaires (x = r cos� ; y = r sin�),
il vient :

B(r; �) = 1
2

2�R
0

smR
�sm

D3

1

(D2

1
+s2)3=2

R�(s)

h�+
(s);j

�
r cos(� + 
(s)� �)� sp

D2

1
+s2

�
ds d�: (4)

On introduit deux nouvelles variables U et s0 :

U =
D1 + r sin(� � �)

D1
; s0 =

r cos(� � �)

U (5)

L'�equation (4) devient alors :

B(r; �) =
1

2

2�Z
0

smZ
�sm

D3
1

(D2
1 + s2)

3=2
R�(s)

h�+
(s);j

 
UD1p
D2

1 + s2
(s0 � s)

!
ds d�: (6)

Pour chaque pixel (x; y) que l'on cherche �a reconstruire,
U d�esigne le rapport entre SO+OP et la distance source-
origine alors que s0 d�esigne la valeur de s pour le rayon
passant par ce pixel (voir Fig. 1).
Nous faisons �a pr�esent les deux hypoth�eses suivantes :
- L'ondelette 	 et la fonction d'�echelle � sont radiales.
La transform�ee de Radon de ces fonctions est donc ind�e-
pendante de l'angle et on obtient le �ltre rampe modi��e
h�;j = hradj = �R~�j;0

- De plus, on impose la condition :

UD1p
D2

1 + s2
' 1: (7)

Cette condition est v�eri��ee pour tout objet de taille tr�es
inf�erieure �a la distance source-origine ce qui est g�en�erale-
ment le cas en pratique. Du fait de la propri�et�e du �ltre



rampe k(at) = 1
a2 k(t), on a la simpli�cation :

hradj

 
UD1p
D2

1 + s2
(s0 � s)

!
' D2

1 + s2

U2D2
1

hradj (s0 � s) (8)

qui peut être subtitu�ee dans (6).
Il est ainsi possible d'obtenir une formule approch�ee re-
liant directement les coe�cients d'ondelettes de f �a ses
projections �eventail R�(s). Cette formule est alors donn�ee
pour le choix d'une ondelette radiale �rad par :8<:

WDj (�rad; f)(x) = B(Dj
x) avec x = (x; y)t:

B(x; y) ' 1
2

2�R
0

1
U2

smR
�sm

R�(s)h
rad
j (s0 � s) D1p

(D2

1
+s2)

ds d�

(9)
L'�equation (9) est l'analogue multir�esolution de la formule
de reconstruction en g�eom�etrie 2D divergente.

3 Applications

3.1 Reconstruction Multir�esolution en

G�eom�etrie divergente

Pour la mise en oeuvre de la formule (9), nous choisis-
sons d'utiliser la matrice de dilatation quinconce DQ.

D�esignons par fH;G; ~H; ~Gg le banc de �ltres 2D associ�e
�a une AMR 2D biorthogonale f�; ~�;	; ~	g[3]. Le sch�ema
d'une AMR 2D quinconce est montr�e �a la �gure 2 pour un
seul niveau de r�esolution. Ainsi, on d�ecompose, �a chaque
r�esolution, le signal 2D en une composante basse fr�equence
et une haute fr�equence (j detDQj = 2).
Ces �ltres 2D sont g�en�er�es par la transformation de Mc-
Clellan appliqu�ee aux �ltres 1D sym�etriques fh; g; ~h; ~gg
d'une AMR 1D. Cette transformation permet de construire
des �ltres 2D avec des r�eponses fr�equentielles de forme cir-
culaire ou diamant [8].
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Fig. 2: Banc de Filtres 2D D�ecomposition/Reconstruction

La transformation sera choisie de fa�con �a pr�eserver le
nombre de moments nul des �ltres 1D initiaux. En ef-
fet, les ondelettes et les fonctions d'�echelles poss�edant un
nombre su�sant de moments nuls sont n�ecessaires pour
localiser la Transform�ee de Radon et �eviter la disconti-
nuite en ! = 0 introduite par l'op�erateur Lambda. Cette
observation rend possible la tomographie locale par une
approche multir�esolution [1], [2].

Dans le cas d'une matrice D quinconce, la transforma-
tion de McClellan qui conduit �a des �ltres �a reconstruction
parfaite g�en�ere des �ltres en (( diamant )) qui approchent les
�ltres radiaux demand�es dans (9). De plus, ils pr�eservent
le nombre de moments nuls de l'ondelette 1D.

Fig. 3: Fantôme de Shepp-Logan

Nous pr�esentons par la suite des simulations sur le fan-
tôme math�ematique de Shepp-Logan, montr�e �a la �gure
3. Cette image de 256�256 pixels est reconstruite �a partir
de 256 incidences �equir�eparties sur 360 degr�es avec 256
points par projection. L'angle du faisceau divergent est de
10�. La distance source-centre de rotation est 750 mm et
la distance source-d�etecteur est �x�ee �a 1100 mm.
On choisit comme ondelettes biorthogonales 1D les (( near
coi
et )) (table III dans [7]) pour leur grand nombre de
moments nuls aussi bien pour la fonction d'�echelle que
l'ondelette et donc leurs bonnes propri�et�es de localisation
de la Transform�ee de Radon [2].

Fig. 4: (a) Coe�cients d'ondelettes quinconces (b) Coef-
�cients d'approximations quinconces

La �gure (4.a) montre les coe�cients d'ondelettes et la
�gure (4.b) les coe�cients d'approximations du phantôme
obtenus par la formule (9). Du fait que les deux sous-
images correspondent �a la d�ecomposition �a la r�esolutionp
2, nous les r�eorganisons de mani�ere plus compacte sui-

vant les lignes pour visualiser toute l'information.



La �gure 5 montre l'image obtenue apr�es le sur-�echantil-
lonnage quinconce et le �ltrage par les �ltres de synth�ese
2D fH;Gg [voir Fig. (2)].

Fig. 5: Image reconstruite par R�etroprojection Filtr�ee
Multir�esolution Divergente

Nous observons que la qualit�e de reconstruction est com-
parable �a celle obtenue par la m�ethode r�etroprojection
�ltr�ee standard en g�eom�etrie divergente. Si on augmente
la divergence du faisceau en rapprochant la source de
l'origine, on montre que l'erreur de reconstruction crô�t
l�eg�erement mais l'image reconstruite reste d'une qualit�e
visuelle acceptable.

3.2 Tomographie locale

Pour illustrer la possibilit�e de tomographie locale par
notre m�ethode, nous avons choisi une ROI centr�ee de ra-
yon 32 pixels augment�ee d'une marge de 12 pixels. Cette
marge suppl�ementaire permet de prendre en compte le
support des �ltres de reconstruction et augmente avec
l'angle de divergence.
La �gure (6.a) montre la reconstruction locale de la ROI
avec le choix d'une ondelette radiale et la �gure (6.b)
illustre une reconstruction locale pour le choix d'une on-
delette en (( diamant )). Le banc de �ltres n'�etant pas �a re-
construction exacte dans le cas circulaire produit l'aspect
liss�e de la ROI alors que la reconstruction est de meilleure
qualit�e pour la transformation diamant.

Fig. 6: (a) Reconstruction locale dans le cas circulaire,
(b) Reconstruction locale dans le cas diamant

La reconstruction locale est de tr�es bonne qualit�e.
On v�eri�e que celle ci se d�egrade l�eg�erement si on aug-
mente la ROI du fait que l'approximation (7) n'est plus
valide. De plus, la reconstruction pr�esente un o�set (i.e.
d�ecalage en niveau de gris) constant dans la ROI si la
quantit�e d'information suppl�ementaire est su�sante.

4 Conclusion

Dans cette communication, nous avons �etabli une m�e-
thode de reconstruction multir�esolution en g�eom�etrie 2D
divergente. Cette m�ethode se base sur l'emploi d'onde-
lettes non s�eparables radiales.
Ce travail montre que la reconstruction d'une ROI �a partir
de ses projections divergentes locales est �egalement pos-
sible. Cette m�ethode permet potentiellement de r�eduire
l'exposition du patient sans compromettre la qualit�e de re-
construction de la r�egion d'int�erêt et de diminuer le temps
de reconstruction.
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