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R�esum�e { Une nouvelle m�ethode de synth�ese est propos�ee pour les �ltres num�eriques de transmission. Par l'utilisation de
l'analogie entre banc de �ltres orthogonal �a 2 sous-bandes et paire de Nyquist �a interf�erence nulle entre symboles (IES), nous
obtenons, pour un facteur de sur�echantillonnage �egal �a 4, une implantation sous la forme d'une structure en treillis. Il en r�esulte
une solution qui satisfait les caract�eristiques id�eales pour une paire de �ltres en racine de Nyquist : une IES nulle, une paire
adapt�ee, une lin�earit�e de phase des �ltres. Par une optimisation des coe�cients treillis nous obtenons ensuite des �ltres s�electifs
en fr�equence.

Abstract { A new design method is proposed for digital transmission �lters. Taking advantage of the analogy between two-
band orthogonal �lterbanks and Nyquist pairs without InterSymbol Interference (ISI), we get for an oversampling factor of 4,
an implementation scheme based on a lattice structure. As a result we obtain a solution which satis�es all ideal features with a
pair of square-root Nyquist �lters : zero ISI, matched pair, phase linearity. By an optimization of the lattice coe�cients we get
afterwards selective �lters.

1 Introduction

Un syst�eme de transmission comprend des �ltres d'�emis-
sion et de r�eception. Actuellement ces �ltres sont, le plus
souvent, implant�es sous forme num�erique, comme le montre
la �gure 1 dans le cas d'un facteur de sur�echantillonnage
deM . Le but de notre article est de proposer une m�ethode
de conception d'une telle paire de �ltres (FT (z); FR(z)).

�Emission R�eception

Canal

X(z) S(z)
FT (z) FR(z)M M

Fig. 1 { Syst�eme de communication �a facteur de
sur�echantillonnage �egal �a M .

Divers types de contraintes sont impos�ees �a ces �ltres
d'�emission et de r�eception. Leur caract�eristique fr�equen-
tielle doit être celle d'un passe-bas, dont on sp�eci�e le
facteur de retomb�ee (\roll-o�") , que l'on note �. Ceci
correspond �a une bande passante allant de 0 �a (1 � �) �

M

et une bande att�enu�ee de (1 + �) �
M

�a �. Par ailleurs, si la
paire de �ltres (FT (z); FR(z)) n'est pas une paire dite de
Nyquist il va en r�esulter de l'Interf�erence Entre Symboles
(IES).
Une technique habituelle, voir par exemple [1], pour

satisfaire les contraintes de s�electivit�e fr�equentielle et de
faible IES, est de synth�etiser un �ltre de Nyquist puis de le

factoriser. Cette approche produit des �ltres �a phase non
lin�eaire, or on sait qu'une caract�eristique phase/fr�equence
parfaitement lin�eaire peut pr�esenter de l'int�erêt. Si on sup-
pose �a pr�esent que le syst�eme complet n'introduit pas
d'IES et que le canal est blanc et gaussien, on sait que la
paire adapt�ee, i.e. FT (z) = z�NFR(z�1), o�u N est l'ordre
du �ltre, est la solution optimale du point de vue rapport
signal-�a-bruit.
Nous d�ecrivons donc une m�ethode de conception d'une

paire de �ltres de Nyquist qui poss�ede l'ensemble des ca-
ract�eristiques requises : s�electivit�e en fr�equence, phase li-
n�eaire, IES nulle et paire adapt�ee. Le cas o�u M = 2 ne
permettant pas l'obtention d'une telle solution, on exa-
mine le cas o�u M = 4, valeur �egalement tr�es importante
d'un point de vue pratique. La m�ethode de construction
s'inspire tr�es largement des relations entre paire de Ny-
quist et banc de �ltres [2].

2 Banc orthogonal �a 2 sous bandes

Un banc de �ltres �a 2 sous-bandes et �a d�ecimationmaxi-
male comprend, dans une implantation dite \dos-�a-dos",
2 blocs principaux, avec une partie analyse et une autre de
synth�ese. L'analyse r�ealise une d�ecomposition en 2 sous-
canaux avec pour chaque canal un �ltre d'analyse, not�e
Hk(z); k = 0; 1, et une d�ecimation par 2. Pour chaque
sous-bande, le bloc de synth�ese r�ealise un sur�echantillo-
nage d'un facteur 2 et un �ltrage par un �ltre not�e Gk(z);
k = 0; 1, les 2 voies sont ensuite additionn�ees pour former
le signal de sortie, voir par exemple [3].



: : :

: : :

��n

�n

z
�1

z
�1

X0(z)

X1(z)

F1(z)X0(z) + F̂0(z)X1(z)

F0(z)X0(z)� F̂1(z)X1(z)

��1

�1

��2

�2

Fig. 2 { Structure treillis �a sorties invers�ees.

Dans le cas orthogonal, le banc satisfait la condition
de reconstruction parfaite (RP). C'est-�a-dire que, d'une
part, le repliement provoqu�e par la d�ecimation est annul�e
par un choix de �ltres tel que G0(z) = H1(�z); G1(z) =
�H0(�z), et, d'autre part, la matrice polyphase du banc
d'analyse a pour d�eterminant un monôme.SoitH[H0 ;H1 ](z)
cette matrice

H[H0;H1 ](z) =

�
H0;0(z) H0;1(z)
H1;0(z) H1;1(z)

�
; (1)

avec Hk;l(z) les composantes polyphases de chaque �ltre

Hk(z), i.e. Hk(z) =
P1

l=0 z
�lHk;l(z2). Pour un banc or-

thogonal compos�e de �ltres de longueur 2n, la condition
de RP impose que Det H[H0;H1](z) soit un monôme et
s'exprime donc par

H0;0(z)H1;1(z)�H1;0(z)H0;1(z) = �z�(n�1) ; (2)

avec � une constante non nulle. Dans ces conditions le
signal de sortie du banc est �egal, �a une constante multi-
plicative pr�es que l'on peut normaliser �a 1, et �a un retard
(2n�1) pr�es, au signal d'entr�ee. Pour obtenir un tel r�esul-
tat la paire d'analyse doit être choisie telle que H1(z) =
z�(2n�1)H0(�z�1), les �ltres sont alors dits conjugu�es en
quadrature (CQF). Soit Q̂(z) le �ltre miroir de Q(z), �ltre
d'ordre m, i.e. Q̂(z) = z�mQ(z�1). Avec cette notation
on peut v�eri�er que la paire CQF v�eri�e les relations
H0;1(z) = �Ĥ1;0(z) et H1;1(z) = Ĥ0;0(z). La condition
de RP peut alors se r�e�ecrire

H0;0(z)Ĥ0;0(z) +H1;0(z)Ĥ1;0(z) = �z�(n�1) : (3)

La matrice H[H0;H1](z) est paraunitaire et elle admet une
factorisation sous la forme [3]

H[H0;H1](z) = gA(�n)�(z)A(�n�1) : : :�(z)A(�1): (4)

o�u g est une constante non nulle, �1; : : : ; �n sont n nombres
r�eels et les matrices A(�), pour � r�eel, et �(z) sont d�e�-
nies par

A(�) =

�
1 �
�� 1

�
; �(z) =

�
1 0
0 z�1

�
: (5)

Il en r�esulte un sch�ema de r�ealisation comprenant n
cellules treillis �el�ementaires, o�u chacune est associ�ee �a un
coe�cient � [3].

3 Paires adapt�ees �a phase lin�eaire

Un seul �ltre sym�etrique, que l'on note F (z), su�t pour
caract�eriser la paire adapt�ee �a phase lin�eaire, en e�et on a
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Fig. 3 { Filtre d'�emission pour une paire de Nyquist.

alors FT (z) = FR(z) = F (z). Soit L = 4n+r, avec 0 � r �
3, la longueur du �ltre F (z) et F (z) =

P3
l=0 z

�lFl(z4) sa
d�ecomposition polyphase. Dans les r�ef�erences [4, 5], nous
montrons qu'il existe 3 possibilit�es pour obtenir une paire
(F; F ) �a IES nulle. En r�esum�e, et avec 
 un nombre r�eel
non nul, il vient

{ Pour L = 4n : F3(z) = F̂0(z) et F2(z) = F̂1(z), et la
condition d'IES nulle s'�ecrit

F0(z)F̂0(z) + F1(z)F̂1(z) = 
z�(n�1) : (6)

{ Pour L = 4n + 1 : il n'existe pas de solution �a IES
nulle.

{ Pour L = 4n + 2 : F0(z) = F̂1(z) et F3(z) = F̂2(z),
et la condition d'IES nulle s'�ecrit

F1(z)F̂1(z) + z�1F2(z)F̂2(z) = 
z�n : (7)

{ Pour L = 4n + 3, il vient : F2(z) = F̂0(z); F1(z) =
F̂1(z); F3(z) = F̂3(z), et la condition s'�ecrit

2F0(z)F̂0(z) + F 2
1 (z) + z�1F 2

3 (z) = 
z�n :(8)

3.1 Cas de la longueur L = 4n

L'analogie entre les �equations (3) et (6) permet de mettre
en �evidence l'�equivalence entre bancs de �ltres orthogo-
naux �a 2 sous-bandes et paire adapt�ee �a phase lin�eaire
avec M = 4. Ainsi en reprenant une variante de la struc-
ture treillis du banc �a 2 sous-bandes, voir par exemple [3],
on obtient la structure de �ltre d'�emission repr�esent�ee par
les �gures 2 et 3.

3.2 Cas de la longueur L = 4n+ 2

Dans les r�ef�erences [4, 5] nous �etablissons une connec-
tion entre les paires (F; F ) de longueur 4n+2 et celles de



longueur 4n. Elle peut se formaliser par le th�eor�eme qui
suit.
Th�eor�eme 1.{ Soit F (z) un �ltre sym�etrique de lon-

gueur 4n + 2 tel que (F; F ) soit une paire �a IES nulle,
alors si l'on note par Fi(z); i = 0; : : : ; 3 ses composantes
polyphases, F0(z) est de degr�e strictement inf�erieur �a n et
F1(z) peut être �ecrit F1(z) = z�1K1(z). Ainsi nous avons
K̂1(z) = F0(z) et le �ltre �F (z) avec pour composantes
polyphases [F0(z); F2(z); F3(z);K1(z)] est sym�etrique de
longueur 4n et produit une paire de �ltres ( �F; �F ) �a IES
nulle.

3.3 Cas de la longueur L = 4n + 3

La relation (8) permet d'obtenir une structure treillis
caract�erisant les paires (F; F ) �a IES nulle lorsque F (z)
est un �ltre sym�etrique de longueur 4n+ 3. On d�e�nit les
matrices Z et M(a) pour a r�eel, par

Z =

2
664

1 0 0 0
0 0 0 z�1

0 0 z�1 0
0 1 0 0

3
775 ; (9)

M(a) =

2
6664

1 a �a2

2 0

�a 1� a2

2 a 0

�a2

2 a 1 0

0 0 0 1 + a2

2

3
7775 ; (10)

Th�eor�eme 2.{ Soit F (z) un �ltre sym�etrique de lon-
gueur 4n + 3 et Fi(z); i = 0; : : : ; 3 ses composantes poly-
phases. Alors (F; F ) est une paire �a IES nulle si et seule-
ment si il existe une suite de coe�cients �i; i = 1; : : : ; n+1
et un coe�cient g, appel�es coe�cients canoniques, tels que2
664
F0(z)
F1(z)
F2(z)
F3(z)

3
775 = gM(a1)ZM(a2): : :M(an)Z

2
664

1
an+1

1
0

3
775 : (11)

D�emonstration.{ Soit K(z) un �ltre sym�etrique de
longueur 4n � 1, donnant une paire (K;K) �a IES nulle
et Ki(z); i = 0; : : : ; 3 ses composantes polyphases. Soit
a1 un nombre r�eel et F (z) le �ltre dont les composantes
polyphases sont d�e�nies par l'�egalit�e

[F0; F1; F2; F3]
T =M(a1)Z [K0;K1;K2;K3]

T : (12)

On a

F0(z)=K0(z) � a21
2
z�1K2(z) + a1z

�1K3(z); (13)

F1(z)=�a1K0(z)�a1z�1K2(z)+(1� a21
2
)z�1K3(z); (14)

F2(z)=�a
2
1

2
K0(z) + z�1K2(z) + a1z

�1K3(z); (15)

F3(z)= (1 +
a21
2
)K1(z): (16)

Le membre de gauche de l'�equation (8) est alors �egal �a

(2 + a21)
2

4
z�1
�
2K0(z)K̂0(z) +K2

1 (z) + z�1K2
3 (z)

�
; (17)

ce qui prouve que (F; F ) est �a IES nulle. Comme un �ltre
sym�etrique de longueur 3, donnant toujours une paire �a
IES nulle, a ses composantes polyphases proportionnelles
�a [1; a; 1; 0] pour une constante a, la formule (11) donne des
�ltres sym�etriques de longueur 4n+ 3 donnant des paires
�a IES nulle. R�eciproquement posons a1 = �F1(0)=F0(0).
D'apr�es la relation (8) pour z�1 = 0, on obtient F̂0(0) =
F2(0) =

a1
2 F1(0) d'o�u il r�esulte que les polynômes en z�1

P = �a
2
1

2
F0 � a1F1 + F2; Q = a1F0 + (1� a21

2
)F1 + a1F2

v�eri�ent P (0) = Q(0) = 0 et sont donc divisibles par z�1.
On v�eri�e alors que les fonctions Ki(z) d�e�nies par

K0(z) =
4

(2 + a21)
2

�
F0(z)�a1F1(z)� a21

2
F2(z)

�
; (18)

K1(z) =
2

2 + a21
F3(z); (19)

K2(z) =
4

(2 + a21)
2

�
P (z) quo z�1

�
; (20)

K3(z) =
4

(2 + a21)
2

�
Q(z) quo z�1

�
; (21)

sont les composantes polyphases d'un �ltre sym�etrique de
longueur 4n�1 et v�eri�ent les relations (13) �a (16), ce qui
termine la d�emonstration du th�eor�eme 2.
Les relations (13) �a (16) servent �egalement de base �a la

d�emonstration du r�esultat suivant.
Th�eor�eme 3.{ Soit F (z) un �ltre sym�etrique de lon-

gueur 4n + 3 tel que (F; F ) soit �a IES nulle, et g, ai; i =
1; : : : ; n+1 ses coe�cients canoniques. Si a1 tend vers 1
et g tend vers 0 de telle sorte que �1

2ga
2
1 tende vers une

limite �nie g0, les coe�cients ai; i = 2; : : : ; n + 1 restant
�xes, alors F (z) tend vers z�2 ~K(z) o�u ~K(z) est un �ltre
sym�etrique de longueur 4n�1 produisant une paire ( ~K; ~K)
�a IES nulle et dont les coe�cients canoniques sont g0 et
(�1)i+1ai; i = 2; : : : ; n+ 1.

4 M�ethode de synth�ese, r�esultats

Pour un �ltre F (z) de longueur donn�ee L, di��erente de
4n+ 1, et pour une valeur �x�ee du facteur � de retomb�ee,
nous cherchons �a minimiser la fonction coût

�(F )=supfwP (1� jF (1)j)2; wC
 p

2

2
�jF (ej �8 )j

!2

;

wS sup
[!S;�]

jF (ej!)j2g: (22)

Nous utilisons l'algorithme FSQP (\Feasible Sequen-
tial Quadratic Programming") d�evelopp�e par l'�equipe de
A.L. Tits [6] pour la recherche du minimumd'un ensemble
de fonctions coût r�eguli�eres non lin�eaires soumises �a des
contraintes g�en�erales, r�eguli�eres et non lin�eaires. Comme
cette m�ethode est une m�ethode d'optimisation locale, le
choix d'un point initial est n�ecessaire. Pour un poids donn�e
w dans la bande d'arrêt et un poids �egal �a 1 �a l'origine et



Coe�cients treillis Coe�cients transversaux

�1 �3:1848708937 f0 �1:033698 10�4 f11 8:074275371845 10�3

�2 2:648518499 10�1 f1 �3:6954272174 10�4 f12 1:5774357742194 10�2

�3 �2:9385797132 f2 6:60549905248 10�4 f13 1:2603068512975 10�2

�4 �9:349457966 10�1 f3 �1:09979829792 10�4 f14 �6:358804372375 10�3

�5 9:246893837 10�1 f4 4:31563793685 10�4 f15 �3:3366501346017 10�2

�6 �1:308356726 10�1 f5 6:08998879046 10�4 f16 �4:6538674170018 10�2

�7 3:6683584963 f6 6:39123817678 10�4 f17 �2:1044564354449 10�2

�8 �6:126257549 10�1 f7 �7:82626716253 10�4 f18 5:1214636348857 10�2

�9 �1:2465410017 f8 �3:761395765875 10�3 f19 1:51186813816588 10�1

�10 �1:439677875 10�1 f9 �4:983816032565 10�3 f20 2:39358058463701 10�1

�11 �3:5749582735 f10 �9:24070721312 10�4 f21 2:74720061562686 10�1

Tab. 1 { Coe�cients treillis et tranversaux de l'exemple avec L = 43 et � = 0:5 (f42�i = fi).
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Fig. 4 { Meilleure att�enuation pour � = 0:15; 0:3;0:5.

en la fr�equence de Nyquist, c'est-�a-dire �=8, nous calcu-
lons un �ltre initial F init optimal pour la norme du mini-
max. Ce �ltre F init est ensuite utilis�e pour calculer direc-
tement un ensemble de coe�cients treillis pour un �ltre
produisant une paire adapt�ee �a IES nulle. Puisque F init

ne produit pas lui-même une paire adapt�ee �a IES nulle,
l'identi�cation entre les deux ensembles de coe�cients, les
coe�cients transversaux de F init et les coe�cients treillis,
n'est pas exactement r�ealis�ee. Nous obtenons par cons�e-
quent un �ltre di��erent, not�e �F init, dont les coe�cients
treillis sont consid�er�es comme point initial du probl�eme
d'optimisation d�ecrit par (22). Pour ce probl�eme, nous
�xons wP = 1; wC = 2; wS = 0:5.
De plus, pour toute structure treillis optimis�ee pour une

valeur donn�ee �0, nous utilisons �egalement un algorithme
de \continuation" pour obtenir une structure treillis op-
timis�ee pour une valeur �1 di��erente en consid�erant une
suite de valeur interm�ediaires pour � : le r�esultat de la
structure treillis optimis�ee pour une valeur de � dans la
suite est le point initial pour la valeur suivante de �.
La �gure 4 montre la meilleure att�enuation dans la

bande d'arrêt que nous avons pu obtenir pour une lon-
gueur et un facteur de retomb�ee �x�es.
Consid�erons par exemple les valeurs L = 43 et � =

0:5 : la meilleure att�enuation, obtenue par optimisation
directe, est �egale �a 52.28 dB. La r�eponse fr�equentielle du
�ltre d'�emission correspondant, F opt, est donn�ee par la
�gure 5. Les coe�cients transversaux et les coe�cients de
la structure treillis sont donn�es dans la table 1.
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Fig. 5 { Filtre d'�emission pour L = 43 et � = 0:5.
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