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Résumé — Une nouvelle méthode de synthése est proposée pour les filtres numériques de transmission. Par I'utilisation de
Panalogie entre banc de filtres orthogonal & 2 sous-bandes et paire de Nyquist & interférence nulle entre symboles (IES), nous
obtenons, pour un facteur de suréchantillonnage égal & 4, une implantation sous la forme d’une structure en treillis. Il en résulte
une solution qui satisfait les caractéristiques idéales pour une paire de filtres en racine de Nyquist : une IES nulle, une paire
adaptée, une linéarité de phase des filtres. Par une optimisation des coefficients treillis nous obtenons ensuite des filtres sélectifs
en fréquence.

Abstract — A new design method is proposed for digital transmission filters. Taking advantage of the analogy between two-
band orthogonal filterbanks and Nyquist pairs without InterSymbol Interference (ISI), we get for an oversampling factor of 4,
an implementation scheme based on a lattice structure. As a result we obtain a solution which satisfies all ideal features with a

pair of square-root Nyquist filters :
afterwards selective filters.

1 Introduction

Un systéme de transmission comprend des filtres d’émis-
sion et de réception. Actuellement ces filtres sont, le plus
souvent, implantés sous forme numérique, comme le montre
la figure 1 dans le cas d’un facteur de suréchantillonnage
de M. Le but de notre article est de proposer une méthode
de conception d’une telle paire de filtres (Fr(z), Fr(z)).
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Systéme de communication a facteur de

Divers types de contraintes sont imposées a ces filtres
d’émission et de réception. Leur caractéristique fréquen-
tielle doit etre celle d’un passe-bas, dont on spécifie le
facteur de retombée (“roll-off”) | que I’on note p. Ceci
correspond & une bande passante allant de 0 & (1 — p) 47
et une bande atténuée de (14 p)47 & 7. Par ailleurs, si la
paire de filtres (Fr(z), Fr(z)) n’est pas une paire dite de
Nyquist il va en résulter de I'Interférence Entre Symboles
(TES).

Une technique habituelle, voir par exemple [1], pour
satisfaire les contraintes de sélectivité fréquentielle et de

faible IES, est de synthétiser un filtre de Nyquist puis de le

zero ISI, matched pair, phase linearity. By an optimization of the lattice coefficients we get

factoriser. Cette approche produit des filtres a4 phase non
linéaire, or on sait qu’une caractéristique phase/fréquence
parfaitement linéaire peut présenter de 'intéret. Si on sup-
pose a présent que le systéme complet n’introduit pas
d’TES et que le canal est blanc et gaussien, on sait que la
paire adaptée, i.e. Fr(z) = 27N Fr(271), ot N est I'ordre
du filtre, est la solution optimale du point de vue rapport
signal-a-bruit.

Nous décrivons donc une méthode de conception d’une
paire de filtres de Nyquist qui posséde ’ensemble des ca-
ractéristiques requises : sélectivité en fréquence, phase li-
néaire, IES nulle et paire adaptée. Le cas o M = 2 ne
permettant pas 'obtention d’une telle solution, on exa-
mine le cas ou M = 4, valeur également trés importante
d’un point de vue pratique. La méthode de construction
s’inspire tres largement des relations entre paire de Ny-
quist et banc de filtres [2].

2 Banc orthogonal a 2 sous bandes

Un banc de filtres & 2 sous-bandes et a décimation maxi-
male comprend, dans une implantation dite “dos-a-dos”,
2 blocs principaux, avec une partie analyse et une autre de
synthése. L’analyse réalise une décomposition en 2 sous-
canaux avec pour chaque canal un filtre d’analyse, noté
Hi(z),k = 0,1, et une décimation par 2. Pour chaque
sous-bande, le bloc de synthése réalise un suréchantillo-
nage d’un facteur 2 et un filtrage par un filtre noté Gy(z),
k =0,1, les 2 voies sont ensuite additionnées pour former
le signal de sortie, voir par exemple [3].
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Xo(2)

Xi(z)

Fra. 2 — Structure treillis a sorties tnversées.

Dans le cas orthogonal, le banc satisfait la condition
de reconstruction parfaite (RP). C’est-a-dire que, d’une
part, le repliement provoqué par la décimation est annulé
par un choix de filtres tel que Go(z) = Hi(—z2),G1(2) =
—Hy(—z), et, d’autre part, la matrice polyphase du banc
d’analyse a pour déterminant un monome. Soit Hg, #,1(2)
cette matrice

_ | Hool?)

Hoyl(z)
H[HU,H1](Z) - Hl O(Z)

maz) | W

avec Hy ;(z) les composantes polyphases de chaque filtre
Hi(z), i.e. Hy(z) = lezo z_lHkyl(zz). Pour un banc or-
thogonal composé de filtres de longueur 2n, la condition
de RP impose que Det Hg, g,1(2) soit un monome et
s’exprime donc par

Hoo(2)Hy 1 (2) — Hyo(2)Hoa(z) = Bz~"71 (2)

avec  une constante non nulle. Dans ces conditions le
signal de sortie du banc est égal, & une constante multi-
plicative prés que I’on peut normaliser & 1, et & un retard
(2n—1) prés, au signal d’entrée. Pour obtenir un tel résul-
tat la paire d’analyse doit étre choisie telle que Hy(z) =
== o (=271), les filtres sont alors dits conjugués en
quadrature (CQF). Soit Q(z) le filtre miroir de Q(z), filtre
d’ordre m, i.e. Q(z) = 27mQ(z71). Avec cette notation
on peut vérifier que la paire CQF vérifie les relations
Hyq(2) = —fflyo(z) et Hi1(z) = lffoyo(z). La condition
de RP peut alors se réécrire

Hoo(2)Hoo(2) + Hio(z)Hio(z) = pz~ 71 (3)

La matrice Hyg, m,1(2) est paraunitaire et elle admet une
factorisation sous la forme [3]

Hig, 1,(2) = gA(an)A(2)A(an_1) .. . A(z)A(ar).  (4)

ol ¢ est une constante non nulle, a1, .. ., a, sont n nombres
réels et les matrices A(a), pour o réel, et A(z) sont défi-

nies par
1 a],A(z):[é 91].(5)

—a 1 z

Ala) = [

Il en résulte un schéma de réalisation comprenant n
cellules treillis élémentaires, oli chacune est associée & un
coefficient « [3].

3 Paires adaptées a phase linéaire

Un seul filtre symétrique, que ’on note F'(z), suffit pour
caractériser la paire adaptée a phase linéaire, en effet on a

0,
Treillis
Inversé
X (ZL
Treillis
0 Inversé

Fia. 3 — Fultre d’émission pour une paire de Nyquist.

alors Fr(z) = Fr(z) = F(z).Soit L = 4n+r,avec 0 < r <
3, la longueur du filtre F(z) et F(z) = Z?:o 27U (24) sa
décomposition polyphase. Dans les références [4, 5], nous
montrons qu’il existe 3 possibilités pour obtenir une paire
(F, F) & IES nulle. En résumé, et avec 4 un nombre réel
non nul, il vient

— Pour L =4n: F3(z) = Fo(z) et Fy(z) = Fl(z), et la

condition d’IES nulle s’écrit

Fo(2)Fo(2) + Fi(2) Fi(z) = y2= 71 (6)

— Pour L = 4n + 1: il n’existe pas de solution a IES
nulle.

— Pour L =4n+2: Fy(z) = Fl(z) et F3(z) = Fz(z),
et la condition d’IES nulle s’écrit

Fi(2)Fy(2) 4+ 27 Fa(2) Fo(2) = vz . (7)

— Pour L = 4n + 3, il vient: Fy(z) = Fo(z),Fl(z) =
F1(z), Fs(z) = F3(z), et la condition s’écrit

2Fy(2) (=) + (=) + 27 F(z) = y2 " (8)

3.1 Cas de la longueur L =4n

L’analogie entre les équations (3) et (6) permet de mettre
en évidence I’équivalence entre bancs de filtres orthogo-
naux & 2 sous-bandes et paire adaptée a phase linéaire
avec M = 4. Ainsi en reprenant une variante de la struc-
ture treillis du banc & 2 sous-bandes, voir par exemple [3],
on obtient la structure de filtre d’émission représentée par
les figures 2 et 3.

3.2 Cas de la longueur L = 4n + 2

Dans les références [4, 5] nous établissons une connec-
tion entre les paires (F, F') de longueur 4n + 2 et celles de
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longueur 4n. Elle peut se formaliser par le théoreme qui
suit.

Théoréme 1.— Soit F(z) un filtre symétrique de lon-
gueur 4n + 2 tel que (F, F) soit une paire ¢ IES nulle,
alors si l'on note par F;(z),i = 0,...,3 ses composantes
polyphases, Fy(z) est de degré strictement inférieur ¢ n et
Fi(z) peut étre écrit Fy(z) = 27 K1 (z). Ainsi nous avons
f(l(z) = Fy(z) et le filtre F(z) avec pour composantes
polyphases [Fy(z2), Fa(z), F3(z), K1(2)] est symétrique de
longueur 4n et produit une paire de filtres (F, F) a IES
nulle.

3.3 Cas de la longueur L. =4n +3

La relation (8) permet d’obtenir une structure treillis
caractérisant les paires (F, F) 4 TIES nulle lorsque F(z)
est un filtre symétrique de longueur 4n + 3. On définit les
matrices Z et M(a) pour a réel, par

10 0 0
z=100 5 % | o
01 0 0
1 a —% 0
M(a)= | 4 1;% ) 8 ., (10)
0 0 0 14+

Théoréme 2.— Soit F(z) un filtre symétrique de lon-
gueur 4n + 3 et F;(z),i = 0,...,3 ses composantes poly-
phases. Alors (F, F) est une paire a IES nulle si et seule-
ment si il existe une suite de coefficients a;, 1 = 1,...,n+1
et un coefficient g, appelés coefficients canoniques, tels que

Fo(2) 1
?;Ei; = gM(a1)ZM(as).. M(an)Z an1+1 W
Fa(2) 0

Démonstration.— Soit K (z) un filtre symétrique de
longueur 4n — 1, donnant une paire (K, K) & IES nulle
et Ki(z),7 = 0,...,3 ses composantes polyphases. Soit
a; un nombre réel et F(z) le filtre dont les composantes
polyphases sont définies par 1’égalité

[Fo, Fy, Fy, F3]T = M(a1)Z [Ko, K1, Ko, K3]7. (12)

On a
2
Fo(z) = Ko(z) — C;—lz_le(z) + oz K (), (13)

Fi(=) = —ai Ko(2) a1z K (2)+ (1= T)=7 Ka(2), (14)

Foe) = =D Ko(2) + 2 Eole) ks Kole), (19)
Fa(=) = (1+ K (2). (16)

Le membre de gauche de I’équation (8) est alors égal &

(244a7)°

2 (2K (2 Ro(2) + K2(:) + = K3 (), (17)

ce qui prouve que (F, F') est & TES nulle. Comme un filtre
symétrique de longueur 3, donnant toujours une paire a
IES nulle, a ses composantes polyphases proportionnelles
a[l,a,1,0] pour une constante a, la formule (11) donne des
filtres symétriques de longueur 4n 4+ 3 donnant des paires
a4 TES nulle. Réciproquement posons a; = —F1(0)/Fp(0).
D’apres la relation (8) pour z=! = 0, on obtient FO(O) =

F5(0) = 4-F1(0) d’ou il résulte que les polynomes en z~*

a? aj
pP= —ElFo —a1F1+Fo, Q=a1Fo + (1 - %)Fl + a1 Fy

vérifient P(0) = Q(0) = 0 et sont donc divisibles par 271,
On vérifie alors que les fonctions K;(z) définies par

Ko(z) = ﬁ (Fo(z)—alFl(z)—C;in(z)),(18)
Ki(e) = o ole) (19)
Ko(z) = ﬁ (P(z) quo =71, (20)
Ks(z) = ﬁ (Q(2) quo =~1) | (21)

sont les composantes polyphases d’un filtre symétrique de
longueur 4n — 1 et vérifient les relations (13) & (16), ce qui
termine la démonstration du théoreme 2.

Les relations (13) & (16) servent également de base 4 la
démonstration du résultat suivant.

Théoréme 3.— Soit F(z) un filtre symétrique de lon-
gueur 4n + 3 tel que (F, F) soit ¢ IES nulle, et g, a;,i =
1,...,n41 ses coefficients canoniques. St ay tend vers co
et g tend vers 0 de telle sorte que —%ga% tende vers une
limite finie ¢', les coefficients a;,1 = 2,...,n+ 1 restant
fizes, alors F(z) tend vers z_zf((z) ou K(z) est un filtre
symétrique de longueur 4n—1 produisant une paire (IN(, Il’)
a IES nulle et dont les coefficients canoniques sont ¢’ et
(-1)*la;i=2,...,n+1.

4 Méthode de synthese, résultats

Pour un filtre F(z) de longueur donnée L, différente de
4n+ 1, et pour une valeur fixée du facteur p de retombée,
nous cherchons & minimiser la fonction cout

O(F)=sup{wp (1 - |F(1)])*, we (§—|F(6‘7%)|) ;
wg sup |F(ejw)|2}. (22)

[ws,ﬂ']

Nous utilisons ’algorithme FSQP (“Feasible Sequen-
tial Quadratic Programming”) développé par ’équipe de
A.L. Tits [6] pour la recherche du minimum d’un ensemble
de fonctions cout réguliéres non linéaires soumises a des
contraintes générales, réguliéres et non linéaires. Comme
cette méthode est une méthode d’optimisation locale, le
choix d’un point initial est nécessaire. Pour un poids donné
w dans la bande d’arrét et un poids égal & 1 a l’origine et
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| Coefficients treillis ||

Coefficients transversaux |

ay |—3.1848708937 fo [—1.033698 10~% fi1 | 8.0742753718451073
Qs 2.648518499 101 [ f1 [—3.695427217410~* fi2 | 1.577435774219410~2
az [—2.9385797132 fa 6.60549905248 10~* | fi15 | 1.260306851297510~7

g |—9.349457966 10~L || f5

—1.09979829792 10~ | fi4

—6.358804372375 1073

as | 9.246893837 101 || fa

4.31563793685 10~4

fi5 [—3.3366501346017 10~

as |—1.308356726 10~ || f5

6.08998879046 10=* | fie

—4.6538674170018 102

ay 3.6683584963 fe 6.39123817678 10~* | fi17 |—2.1044564354449 10~*
ag [—6.126257549 1071 || f7 |—7.82626716253 10~ | fis | 5.1214636348857 102
ag |—1.2465410017 fs |—3.761395765875 107> | fio | 1.51186813816588 10"
aro |—1.439677875 1071 || fo [—4.983816032565 1073 | foq | 2.39358058463701 10!
a1p |—3.5749582735 fi0 [—9.24070721312 107 | fo; | 2.74720061562686 10~ !

TaB. 1 — Coefficients treillis et tranversaux de l’exemple avec L = 43 et p = 0.5 (faa_y = fi).
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Fia. 4 — Medleure atténuation pour p = 0.15,0.3,0.5.

en la fréquence de Nyquist, c¢’est-a-dire /8, nous calcu-
lons un filtre initial F**¥ optimal pour la norme du mini-
max. Ce filtre [ est ensuite utilisé pour calculer direc-
tement un ensemble de coefficients treillis pour un filtre
produisant une paire adaptée & IES nulle. Puisque [
ne produit pas lui-méme une paire adaptée a IES nulle,
I'identification entre les deux ensembles de coefficients, les
coefficients transversaux de F*? et les coefficients treillis,
n’est pas exactement réalisée. Nous obtenons par consé-
quent un filtre différent, noté F"** dont les coefficients
treillis sont considérés comme point initial du probleme
d’optimisation décrit par (22). Pour ce probléme, nous
fixons wp = 1, we = 2, ws = 0.5.

De plus, pour toute structure treillis optimisée pour une
valeur donnée pg, nous utilisons également un algorithme
de “continuation” pour obtenir une structure treillis op-
timisée pour une valeur p; différente en considérant une
suite de valeur intermédiaires pour p: le résultat de la
structure treillis optimisée pour une valeur de p dans la
suite est le point initial pour la valeur suivante de p.

La figure 4 montre la meilleure atténuation dans la
bande d’arrét que nous avons pu obtenir pour une lon-
gueur et un facteur de retombée fixés.

Considérons par exemple les valeurs L = 43 et p =
0.5: la meilleure atténuation, obtenue par optimisation
directe, est égale a4 52.28 dB. La réponse fréquentielle du
filtre d’émission correspondant, F%! est donnée par la
figure 5. Les coefficients transversaux et les coefficients de
la structure treillis sont donnés dans la table 1.

Fic. 5 — Fultre d’émission pour L =43 el p = 0.5.
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