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R�esum�e { Nous consid�erons le probl�eme de la d�etection et de l'estimation des param�etres de sinuso��des r�eelles noy�ees dans du

bruit color�e de matrice de covariance inconnue. Nous supposons que le bruit peut être mod�elis�e par un processus ARMA. Nous

�etendons �a la situation pr�esente une approche bas�ee sur de la programmation quadratique qui a d�ej�a �et�e appliqu�ee avec succ�es au

cas du bruit blanc. Nous construisons des bases redondantes sp�eci�ques pour les sinuso��des et pour le bruit. Nous reconstruisons

les covariances estim�ees des observations comme une combinaison lin�eaire parcimonieuse des �el�ements de ces bases.

Abstract { We address the issue of the detection and estimation of the parameters of real sinusoids embedded in additive

Gaussian noise with unknown covariance matrix. We assume that the noise can be modeled by an autoregressive moving average

process. We extend the quadratic programming approach that we have already successfully applied to the white noise case to

the present situation. We design speci�c redundant bases for the sinusoids and for the noise and we reconstruct the estimated

covariances of the observations as a parsimonious linear combination of elements of these bases.

1 Introduction

La d�etection et l'estimation des param�etres de sinu-
so��des noy�ees dans du bruit gaussien constituent des pro-
bl�emes importants qui apparaissent dans de nombreux do-
maines allant du radar au sonar, des radio communications
�a la sismologie. Beaucoup de travaux ont �et�e publi�es sur le
d�eveloppement et l'�etude des performances d'algorithmes
pour de tels signaux. La grande majorit�e d'entre eux consi-
d�ere le cas o�u le bruit additif est blanc gaussien. Le cas
o�u le bruit n'est pas blanc mais de matrice de covariance
connue peut être ramen�e au cas pr�ec�edent par une op�era-
tion de blanchiement.
Lorsque le bruit additif a une fonction de covariance in-
connue, le probl�eme devient plus di�cile. Il faut en g�en�e-
ral estimer conjointement les param�etres des sinuso��des et
du bruit pour obtenir une estim�ee non biais�ee du signal.
R�ecemment, on a propos�e d'utiliser les m�ethodes haute-
r�esolution pour r�esoudre ce probl�eme. La plupart de ces
m�ethodes cependant ont �et�e initialement con�cues pour du
bruit blanc additif et conduisent par cons�equent �a des es-
tim�ees m�ediocres dans le cas du bruit color�e. Dans [4] nous
avons pr�esent�e un algorithme bas�e sur de la programma-
tion quadratique pour la d�etection et l'estimation de sinu-
so��des dans bruit blanc. Ici nous proposons une extension
de cette m�ethode au cas d'un bruit color�e inconnu. Nous
illustrons ses bonnes performances par plusieurs simula-
tions num�eriques.

2 Formulation du probl�eme

Nous supposons que nous observons T �echantillons d'un
signal bruit�e, une somme de sinuso��des r�eelles noy�ees dans

du bruit color�e inconnu :

yt =

PX
i=1

Ai cos(2�fit+ �i) + nt; t = 1; : : : ; T (1)

o�u le bruit et les sinuso��des sont des processus ind�epen-
dants. Les amplitudes Ai > 0 et les fr�equences normali-
s�ees fi (fi 2]0; 1=2[) sont suppos�ees constantes inconnues.
Les phases �i sont des variables al�eatoires ind�ependantes
uniform�ement distribu�ees sur [0; 2�]. Ce dernier point ga-
rantit la stationnarit�e des donn�ees.
Lorsque le bruit nt a une densit�e spectrale de puissance

inconnue, on suppose en g�en�eral qu'il peut être approxim�e
par une fonction de transfert rationnelle (des mod�eles au-
tor�egressifs (AR), moyenne mobile (MA) ou autor�egressifs
�a moyenne mobile (ARMA)). Dans notre cas, nous sup-
poserons que le processus du bruit peut être mod�elis�e par
un mod�ele ARMA, c'est-�a-dire qu'il satisfait la relation :

nt +

pX
i=1

aint�i = et +

qX
j=1

cjet�j (2)

o�u nt est un bruit blanc gaussien de variance �2e .
Etant donn�ees T observations, nous voulons estimer le

nombre de sinuso��des P , et pour chacune d'entre elles ses
param�etres utiles, son amplitude Ai et sa fr�equence nor-
malis�ee fi (!i = 2�fi).
Comme nous allons le voir rapidement, les covariances

des yt contiennent toutes ces informations, c'est pourquoi
nous proposons une m�ethode d'estimation reposant sur le
vecteur de ces covariances r. Nous allons pr�eciser l'expres-
sion g�en�erale des covariances de (1), ceci a�n de construire
une base redondante adapt�ee �a notre probl�eme. Nous cher-
cherons alors �a reconstruire r comme une combinaison li-
n�eaire parcimonieuse d'�el�ements de cette base ([1], [4]).



3 Covariances

3.1 Covariances des observations

Commen�cons par pr�eciser la forme g�en�erique des cova-
riances du signal (1). En raison de l'ind�ependance du bruit
additif et des sinuso��des, nous avons ainsi :

rk = rsk + rnk

o�u rsk et rnk sont respectivement les covariances des sinu-
so��des et du bruit additif ARMA. Plus pr�ecis�ement :

rsk =

PX
i=1

A2
i

2
cos k!i

tandis que les rnk sont de la forme suivante :

rnk =

pX
i=1

�ix
n
i (3)

o�u les xi sont les pôles de la partie AR du bruit :

xpi +

pX
l=1

alx
p�l
i = 0

Nous trouverons donc deux types de termes dans l'expres-
sion g�en�erale des covariances d'un processus ARMA : des
exponentielles amorties si le pôle est r�eel et des sinuso��des
amorties si les pôles sont complexes conjugu�es. En r�esum�e,
pour l'indice k nous avons :

rnk =
X
i

�ia
k
i +

X
j

�kj f�j cos(k�j) + j sin(k�j)g (4)

o�u les ai sont les pôles r�eels et les �je
�i�j les pôles com-

plexes conjugu�es.

3.2 Covariances estim�ees

Dans la pratique, les covariances r des donn�ees doivent
être estim�ees. Par la suite nous consid�ererons donc le vec-
teur des estim�ees biais�ees des covariances (1)
r̂ = [r̂0; : : : ; r̂K�1]

T o�u :

r̂k =
1

T

T�kX
t=1

y(t)y(t+ k)

Dans le cas du bruit blanc, le comportement asymptotique
(quand T ! 1) de ces estim�ees est bien connu (cf. [5]).
Le th�eor�eme qui suit donne une extension de ce r�esultat
dans le cas d'un bruit additif de type ARMA.

3.3 Comportement asymptotique des er-

reurs d'estimation

Nous avons montr�e le th�eor�eme suivant (dont nous avons
omis la d�emonstration pour des questions de place) :
Th�eor�eme

Les erreurs d'estimation normalis�ees
p
T (r̂k � rk), k =

0; 1; : : : ;K des covariances rk du processus yt dans (1)
ont asymptotiquement une distribution gaussienne centr�ee
de matrice de covariance � :

p
T

2
64

(r̂0 � r0)
...

(r̂K � rK)

3
75 dist�!

T!1
N (0;�) (5)

L'�el�ement i; j de la matrice � est donn�e par :

Vi;j =

+1X
�=�1

frs�rn�+i�j + rs��jr
n
�+i + rs�+ir

n
��j

+ rs�+i�jr
n
� + rn� r

n
�+i�j + rn��jr

n
�+ig

0 � i; j � K (6)

o�u les rs� sont les covariances des sinuso��des et les rn� les
covariances du bruit gaussien additif (ARMA).
Dans le cas particulier du bruit blanc additif, nous re-

trouvons le r�esultat de [5].
Ce r�esultat est int�eressant d'un point de vue th�eorique

mais malheureusement peu utilisable en pratique. Pour
cette raison, nous pr�ef�ererons plutôt utiliser l'expression
approch�ee suivante du terme i; j de la matrice � ([5]) :

�̂i;j = cov(r̂i; r̂j)

=
1

T 2

T�i�1X
t=0

T�j�1X
s=0

fr̂t�sr̂t�s+i�j + r̂t�s+i r̂t�s�jg

(7)

4 Construction d'une base adapt�ee

Nous avons vu �a la section pr�ec�edente que les cova-
riances du signal (1) pouvaient se d�ecomposer comme une
combinaison lin�eaire de sinuso��des, de sinuso��des amorties
et d'exponentielles amorties (cf. (4)). Fort de ce r�esultat,
nous allons construire une base redondante sur laquelle
nous d�ecomposerons ensuite le vecteur des estim�ees des
covariances r̂.
Notons t le vecteur des instants discrets t = [0; 1; : : : ;K�

1]T . Consid�erons donc la base construite sur les trois fa-
milles de fonctions suivantes :

Sinuso��des discr�etes : Nous discr�etisons uniform�ement
le domaine des fr�equences f 2]0; 1=2[ avec un pas
:5=(nsin + 1). En notant fk = k � :5=(nsin + 1) les
fr�equences discr�etes, les premiers vecteurs de notre
base sont :

fcos(2�fkt); k = 1; : : : ; nsing
Exponentielles discr�etes amorties : Nous discr�etisons

les modules des pôles r�eels sur l'intervalle ] � 1; 1[
(pour garantir la stabilit�e) avec un pas 1=nAR1 (ak =
k=(nAR1+1); k = 1; : : : ; nAR1). Nous obtenons ainsi
les vecteurs :

f(�ak)t; k = 1; : : : ; nAR1g
Sinuso��des discr�etes amorties : Pour les pôles complexes

conjugu�es nous avons deux param�etres �a discr�etiser,
le module (sur ]0; 1[, �k = k=(nmod + 1)) et l'ar-
gument (sur [0; 2�[, �l = 2 � � � l=(narg + 1)). A
chaque paire (�k; �l) nous associons alors deux vec-
teurs : pour k = 1; : : : ; nmod; l = 1; : : : ; narg,

f[1; �k cos �l; : : : ; �K�1k cos (K � 1)�l]
T g

et f[0; �k sin �l; : : : ; �K�1k sin (K � 1)�l]
T g

Nous notons N = nsin + 2 � nAR1 + 2 � nmod � narg la
taille de notre base, A la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs de la base que nous venons de construire et
dont la norme euclidienne a �et�e normalis�ee �a un.



5 La m�ethode propos�ee

5.1 R�e�ecriture du probl�eme

Nous cherchons maintenant �a d�ecomposer le vecteur des
covariances estim�ees r̂ dans la base A que nous venons de
construire. Nous devons pour cela r�esoudre le probl�eme
lin�eaire sous d�etermin�e suivant (car A a bien plus de co-
lonnes que de lignes N � K) : r̂ = r+B = AX; X � 0,
o�u B est le vecteur du bruit d'estimation des covariances,
de matrice de covariance � dont nous avons pr�ecis�e l'ex-
pression (7). Pour nous placer dans le cadre de [1], nous
blanchissons le syst�eme pr�ec�edent en pr�emultipliant r (res-
pectivement B et A) par �̂�1=2. Nous d�e�nissons ainsi
~̂r = �̂�1=2r̂ (respectivement ~B et ~A).

5.2 Crit�ere quadratique

Nous voulons trouver une solution parcimonieuse (c'est-
�a-dire une solution avec un petit nombre de composantes
non nulles) au syst�eme :

~̂r = ~AX; X � 0 (8)

car nous savons que par nature le mod�ele (1) ne contient
qu'un petit nombre P de sinuso��des. Nous d�e�nissons ainsi
le crit�ere quadratique ([1]) :

min
X
k~̂r �AXk22 + �kXk1 (9)

o�u kXk1 est la norme `1 de X , kXk1 =
Pn

i=1 jxij.
� est un param�etre qui doit être ajust�e. Pour une valeur
de � bien choisie (de l'ordre de l'�ecart type du bruit d'esti-
mation des covariances ([1]), ici � ' 1 car on a blanchi ce
bruit B), les seules composantes deX non nulles devraient
être celles associ�ees �a des fr�equences et phases discr�etes en-
cadrant les vrais param�etres des sinuso��des, ainsi que celles
mod�elisant les covariances du bruit ARMA. La fr�equence
de chaque sinuso��de est alors simplement obtenue par in-
terpolation lin�eaire entre les deux fr�equences discr�etes qui
l'encadrent tandis que sa puissance (A2

i =2) est donn�ee par
la somme des pond�erations associ�ees.
Le nombre de sinuso��des est estim�e en consid�erant le

nombre de paires de composantes non nulles associ�ees �a
des sinuso��des. Dans les cas favorables, si l'on ne regarde
que la partie de la base qui mod�elise les sinuso��des, seules
les composantes encadrant les vraies fr�equences devraient
être non nulles (ou tout au moins les composantes suppl�e-
mentaires qui mod�elisent principalement le bruit d'esti-
mation n�egligeables). Dans les cas plus di�ciles (tr�es peu
de donn�ees, puissance du bruit ARMA forte �a certaines
fr�equences, faible s�eparation en fr�equence, : : : ), on uti-
lise un crit�ere comme le MDL pour estimer le nombre de
sinuso��des en consid�erant les paires de composantes de si-
nuso��des par amplitude d�ecroissante.
La situation est en fait un peu plus complexe que dans

[1] car dans le cas des sinuso��des amorties qui mod�elisent
le bruit ARMA, la notion de voisinage est un peu plus
d�elicate �a d�e�nir. On associe en e�et �a chaque colonne
deux param�etres, la phase et le module du pôle complexe
correspondant. Or chaque module devrait g�en�eriquement
tomber entre deux valeurs discr�etes des modules, de la

même fa�con que chaque phase tombera entre deux phases
discr�etes. Dans ce cas, les param�etre estim�es du pôle com-
plexe seront obtenus comme la moyenne pond�er�ee de ces
3 ou 4 voisins de pond�erations non nulles, et l'amplitude
correspondante comme la somme des amplitudes associ�ees
�a ces 3 ou 4 colonnes.
Les di��erents pas de discr�etisation pour les sinuso��des

(:5=(nsin+1)), les exponentielles amorties (1=(nAR1+1))
et les sinuso��des amorties (1=nmod et 2�=(narg + 1)) sont
choisis de l'ordre de l'�ecart type du bruit.

6 La proc�edure compl�ete

Nous r�esumons �a pr�esent la proc�edure compl�ete.

1. Estimer le vecteur des estim�ees non biais�ees des co-
variances r̂ et la matrice de covariance des erreurs
d'estimation des covariances �̂.

2. Calculer la matriceA et blanchir le syst�emeAX = r̂.

3. Chercher l'optimum du crit�ere :

min
X
k ~AX � ~̂rk22 + �kXk1 (10)

Il faut choisir � de l'ordre de l'�ecart-type du bruit
d'estimation. Comme nous avons blanchi r̂, nous
prenons � = 1.

4. S�electionner un nombre nmax de paires de compo-
santes non nulles de X , construire la matrice �A, la
sous-matrice de A dont les colonnes correspondent �a
ces composantes non nulles et r�esoudre �A �X = r̂ au
sens des moindres carr�es pour obtenir une estim�ee
non biais�ee de X ([1, 4]).

5. R�ep�eter les �etapes pr�ec�edentes pour plusieurs va-
leurs de � (2 ou 3) et de nmax (nmax = 1; : : : jusqu'�a
un certain nombre maximum de sinuso��des).

6. Choisir la meilleure estim�ee X� en utilisant un cri-
t�ere comme le MDL.

7. Estimer les fr�equences des sinuso��des comme la moyenne
pond�er�ee de chaque paire de colonnes de sinuso��des
et leur amplitudes comme la somme des poids.

Une remarque : Il est int�eressant de pr�eciser ici que
nous avons choisi de traiter de mani�ere l�eg�erement di��e-
rente les colonnes associ�ees au bruit et celles associ�ees aux
sinuso��des. En e�et, c'est un fait bien connu que le pro-
bl�eme de l'estimation de sinuso��des amorties/exponentielles
amorties est un probl�eme di�cile ([2]), et l'on ne devrait
trouver que des estim�ees assez grossi�eres des covariances
du bruit (la partie de la matrice correspondant au bruit est
mal conditionn�ee). Pour cette raison, lorsque nous choi-
sissons les colonnes pour construire la matrice �A (qui est
utilis�ee pour obtenir un X non biais�e), nous avons d�ecid�e
de garder toutes les colonnes qui correspondent �a des pro-
cessus AR/ARMA plutôt qu'en choisir un petit nombre.
Nous conservons ainsi le maximum d'information sur le
bruit.

7 Simulations num�eriques

Nous pr�esentons les r�esultats de plusieurs simulations
num�eriques pour retrouver des sinuso��des dans di��erents



bruits additifs. Nous consid�erons le cas de deux sinuso��des
d'amplitude unit�e (A1 = A2 = 1), de fr�equences respec-
tives f1 et f2, noy�ees dans du bruit additif gaussien ARMA
suivant le mod�ele (1). Les rapports signal-�a-bruit sont d�e-
�nis comme SNRi = A2

i =2�
2
n, o�u la variance du bruit

est simplement �2n = rn0 . Nous e�ectuons syst�ematique-
ment 50 r�ealisations ind�ependantes, et nous donnons la
moyenne et l'�ecart type des fr�equences estim�ees. Nous ne
d�etaillons pas le probl�eme de la d�etection. Des renseigne-
ments compl�ementaires peuvent être trouv�es dans [1, 4].

Exemple 1 Nous consid�erons tout d'abord 2 sinuso��des
dans un bruit AR(1) ([6]) avec un pôle r�eel en 0:5 et une
variance �2n = 0:5 (SNR = 0dB). Le nombre de donn�ees
est T = 300.
Nous prenons ensuite du bruit de type AR(4) , ayant

pour param�etres [1 � 1:352; 1:338;�0:662; 0:240] et �2n =
0:5 ([6]). La densit�e spectrale de puissance de ce processus
est plus grande dans le voisinage des fr�equences du signal.
Nous avons toujours T = 300. Nous estimons K = 200
covariances. La matrice A a 1200 colonnes (nsin = 200
sinuso��des, nAR1 = 100, nmod � narg = 20� 20). Dans les
deux cas nous avons pris � = 1. Le tableau 1 pr�esente les
r�esultats.

Tab. 1: Exemple 1

Vraie valeur Moyenne Ecart-type
AR1
f1 0:1397 0:1398 7:47 10�5

f2 0:2000 0:2001 4:20 10�5

AR4
f1 0:1397 0:1399 3:20 10�3

f2 0:2000 0:2001 9:45 10�5

Exemple 2 Nous pr�esentons des simulations dans le
même contexte que dans [7]. Nous consid�erons du bruit
ARMA avec la partir AR [1; 1:4563; 0:81] et la partie MA
[1; 2; 1]. Le bruit a un pôle fort en f = 0:4, avec un facteur
d'amortissement 0:9, et pourrait ainsi être vu comme une
sinuso��de suppl�ementaire. Heureusement ce n'est pas le
cas lorsque nous appliquons notre m�ethode. Nous consi-
d�erons simplement le cas o�u nous avons chaque fois 16
r�ealisations ind�ependantes, chacune consistant en T = 64
�echantillons. Nous pr�esentons tout d'abord les r�esultats
avec les fr�equences comme dans [7] et nous consid�erons
ensuite des cas plus di�ciles.
Nous pr�esentons �nalement le cas o�u le bruit additif suit

un mod�ele AR(2) ([1;�1:058; 0:81]), tout d'abord dans les
mêmes conditions que [7], avec une variance du bruit �2n =
0:1 et �2n = 1, puis dans des cas plus d�elicats. Dans ce
cas, le bruit a un pôle fort entre les deux sinuso��des �a la
fr�equence f = 0:15.

8 Conclusion

Dans [4], nous avions propos�e une nouvelle m�ethode
de d�etection et d'estimation de sinuso��des dans du bruit
blanc. Cette communication a �et�e l'occasion de pr�esen-
ter une extension de ces r�esultats dans le cas plus g�en�eral
o�u les sinuso��des sont noy�ees dans du bruit color�e dont

Tab. 2: Exemple 2

Vraie valeur Moyenne Ecart type
ARMA(2,2) 16 realisations
f1 0:1 0:0998 4:31 10�4

f2 0:2 0:1997 2:99 10�4

ARMA(2,2) 16 realisations
f1 0:1 0:0996 5:38 10�4

f2 0:105 0:1069 2:48 10�4

AR(2) �2n = 0:1
f1 0:1 0:0999 4:20 10�4

f2 0:2 0:1996 6:40 10�4

AR(2) �2n = 1
f1 0:1 0:1001 8:75 10�4

f2 0:2 0:1997 8:90 10�4

AR(2) �2n = 1
f1 0:13 0:1299 1:30 10�3

f2 0:17 0:1705 9:60 10�4

la matrice de covariance est inconnue. C'est un probl�eme
di�cile et peu souvent trait�e.
Nous avons ici vu comment construire une base redon-

dante discr�ete sur laquelle d�ecomposer des estim�ees des co-
variances des observations bruit�ees. Nous e�ectuons alors
la recherche d'une solution parcimonieuse en d�e�nissant
un crit�ere quadratique, qui peut être facilement optimis�e
au moyen d'algorithmes pr�esents dans la majorit�e des bi-
blioth�eques de programmes scienti�ques. Cette approche
pr�esente en outre l'avantage de traiter simultan�ement les
probl�emes de d�etection et d'estimation. Nous avons mis en
�evidence les bons r�esultats de cette m�ethode par quelques
simulations num�eriques. Nous pr�esentons en�n une for-
mule th�eorique plutôt int�eressante pour la matrice des co-
variances des erreurs d'estimation des covariances de si-
nuso��des dans du bruit de type ARMA.
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