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R�esum�e { La r�esonance stochastique est un e�et de transmission non lin�eaire du signal favoris�ee par le bruit. Pour cet e�et

en �emergence encore �a explorer, nous proposons une vision synth�etique ainsi qu'une extension �a une nouvelle classe de signaux.

L'�etude apporte une illustration des m�ecanismes non lin�eaires pouvant donner lieu �a de la r�esonance stochastique, accompagn�ee

de di��erentes m�ethodes de caract�erisation appropri�ees. On montre ainsi des syst�emes o�u le rapport signal sur bruit en sortie,

l'information mutuelle entr�ee{sortie, ou l'intercorr�elation entr�ee{sortie, peuvent être augment�es par ajout de bruit.

Abstract { Stochastic resonance is a nonlinear e�ect of noise-enhanced signal transmission. For this emerging e�ect, still to

be explored, we propose a synthetic view and an extension to a new class of signals. The study provides an illustration of the

nonlinear mechanisms giving way to stochastic resonance, together with various appropriate methods of characterization. Systems

are exhibited where the output signal-to-noise ratio, input{output mutual information, or input{output cross-correlation, can be

increased via noise addition.

1 Introduction

La r�esonance stochastique est un e�et non lin�eaire par
lequel le bruit est capable de favoriser la transmission d'un
signal utile (voir [1, 2] pour des revues r�ecentes). Cet e�et
paradoxal a �et�e mis en �evidence pour la premi�ere fois il
y a environ une vingtaine d'ann�ees. Il a depuis lors �et�e
�etendu et observ�e dans une grande vari�et�e de syst�emes
non lin�eaires, incluant des circuits �electroniques [3, 4, 5],
des dispositifs optiques [6, 7], des syst�emes neuronaux
[8, 9]. La r�esonance stochastique peut survenir sous di-
verses formes, selon les signaux et le syst�eme non lin�eaire
de transmission impliqu�es, et selon la mesure d'eÆcacit�e
qui est am�elior�ee grâce au bruit.
Jusqu'�a pr�esent la r�esonance stochastique a �et�e essen-

tiellement �etudi�ee avec un signal utile p�eriodique [10, 11,
1, 2] ou plus r�ecemment ap�eriodique [12, 13], et un bruit
souvent gaussien et blanc, ces signaux prenant des valeurs
dans un continuum.

2 Signaux �a �ev�enements discrets

Nous �etudions ici la r�esonance stochastique pour une
nouvelle classe de signaux : �A la fois le signal utile et le
bruit sont des signaux �a �ev�enements discrets. Le bruit est
mod�elis�e comme �(t) =

P
k Æ(t�tk), un train d'impulsions

de Dirac o�u les tk sont des instants al�eatoires poisson-
niens d'intensit�e �� , muni d'une fonction d'autocorr�elation
E[�(t)�(t + �)] = ��Æ(�) + �2� et d'une densit�e spectrale
de puissance P��(�) = �2�Æ(�) + �� . Le signal utile est
aussi un train d'impulsions discr�etes s(t) =

P
j Æ(t � tj)

dont la structure pourra être choisie de di��erentes fa�cons
(d�eterministe ou al�eatoire). Ce type de signaux �a �ev�ene-
ments discrets peut mod�eliser di��erents processus, comme
des trains de solitons ou de potentiels d'action neuronaux,
ou encore des ux de particules individualis�ees, de pho-
tons, ou autres.
Nous consid�erons la transmission (ou la r�eception) de

ces signaux �a �ev�enements discrets par un syst�eme non
lin�eaire constitu�e comme suit. Le syst�eme pr�esente d'abord
un �ltre lin�eaire passe-bas (capteur) qui en r�eponse �a un
�ev�enement d'entr�ee produit une impulsion d'amplitude �-
nie A et de dur�ee e�ective �nie (A exp(�t=�c)�(t) par
exemple pour un �ltre du 1er ordre, �(t) �etant l'�echelon
unit�e). Ce capteur lin�eaire est suivi d'un dispositif de d�etec-
tion ou de comptage �a seuil (compteur), qui �emet un
�ev�enement en sortie si et seulement si l'impulsion d�elivr�ee
par le capteur d�epasse un seuil de d�etection �. La sor-
tie du compteur est donc un signal �a �ev�enements discrets
y(t) =

P
` Æ(t� t`). Ce type de syst�eme non lin�eaire peut

servir de mod�ele �a di��erents processus de transmission ou
r�eception de signaux �a �ev�enements discrets ; il sch�ematise
par exemple les �el�ements essentiels de la r�eponse d'un neu-
rone. Nous allons voir que ce mod�ele permet de mettre
en �evidence une transmission d'information par signaux �a
�ev�enements discrets pouvant être assist�ee par le bruit.
Un r�egime existe, quand les �ev�enements utiles d'entr�ee

apport�es par s(t) ne sont pas assez \�energ�etiques" (et pas
trop fr�equents) ou quand le capteur lin�eaire n'est pas assez
sensible, o�u les impulsions d�elivr�ees par le capteur attaqu�e
par s(t) restent sous le seuil �, alors la sortie y(t) ne r�epond
pas, et aucune information utile n'est transmise.



Dans une même situation, les �ev�enements de bruit ap-
port�es par �(t), pourvu qu'ils ne soient pas trop fr�equents
(�� pas trop grand), seront �a eux seuls �egalement inca-
pables de d�eclencher y(t).
Une coop�eration est alors possible entre le signal s(t) et

le bruit �(t) qui va permettre la transmission d'informa-
tion utile. Avec s(t)+�(t) en entr�ee, et �� pas trop grand,
il peut arriver qu'un �ev�enement de bruit survienne suÆ-
samment proche d'un �ev�enement utile, de fa�con �a ce que la
superposition lin�eaire des deux impulsions r�epondues par
le capteur permette de d�epasser le seuil �. Un �ev�enement
est alors �emis en sortie, qui est corr�el�e avec l'�ev�enement
utile d'entr�ee puisque celui-ci est �a son origine, pour une
part. Cet e�et b�en�e�que, lorsque �� est augment�e �a par-
tir de z�ero, va d'abord se produire de fa�con de plus en
plus fr�equente, renforcant ainsi la corr�elation du signal
de sortie y(t) avec l'entr�ee utile s(t). Pass�e un certain ni-
veau de bruit (�� suÆsamment fort), deux �ev�enements de
bruit survenant suÆsamment proches vont pouvoir �a eux
seuls d�eclencher un �ev�enement de sortie, sans l'aide d'un
�ev�enement utile en entr�ee. �A partir de l�a, la corr�elation
de y(t) avec s(t) va progressivement d�ecrô�tre. On s'at-
tend donc �a une inuence non monotone du niveau de
bruit mesur�e par �� , qui culmine �a une transmission op-
timale pour un niveau suÆsant de bruit. C'est une forme
de r�esonance stochastique.
Il est possible de quanti�er cet e�et au moyen de di��eren-

tes mesure d'eÆcacit�e de la transmission, selon la nature
du signal utile �a �ev�enements discrets s(t).

3 Signal p�eriodique

Tout d'abord, pour se conformer �a la forme la plus
standard de r�esonance stochastique, on peut consid�erer
s(t) =

P
j Æ(t � jT ) p�eriodique de p�eriode T . Sous l'in-

uence de l'entr�ee al�eatoire �(t) et de l'entr�ee d�eterministe
T -p�eriodique, la sortie y(t) est un signal al�eatoire cyclo-
stationnaire de p�eriode T [10, 14]. Sa densit�e spectrale de
puissance est form�ee d'un fond continu large bande dû �a
�(t) auquel se superposent des raies spectrales aux har-
moniques de la fondamentale 1=T dues �a s(t). Dans ces
conditions de p�eriodicit�e, nous transposons aux signaux
�a �ev�enements discrets la mesure standard de la r�esonance
stochastique donn�ee par le rapport signal sur bruit en sor-
tie R, d�e�ni comme la puissance contenue dans la raie
spectrale �a la fr�equence 1=T divis�ee par la puissance conte-
nue dans le fond continu de bruit dans la r�egion de la raie
en 1=T [1, 2].
La Fig. 1 repr�esente l'�evolution du rapport signal sur

bruit R, en fonction de l'intensit�e du bruit d'entr�ee me-
sur�ee par �� . Les r�esultats ont �et�e obtenus par simulation
num�erique dans un mod�ele qui s'apparente au syst�eme
non lin�eaire g�en�erique d�ecrit plus haut, et pouvant s'in-
terpr�eter comme un mod�ele de neurone, identique �a celui
de [15] (le capteur lin�eaire est notamment un �ltre du 1er
ordre). Sur la Fig. 1, l'�evolution non monotone du rapport
signal sur bruitR qui culmine �a une valeur maximale pour
un niveau de bruit suÆsant, identi�e la r�esonance stochas-
tique dans la transmission du signal utile p�eriodique.
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Fig. 1 { Rapport signal sur bruit R en sortie, en fonction
de l'intensit�e du bruit d'entr�ee �� .

4 Signal ap�eriodique

On peut r�ealiser �egalement la transmission assist�ee par
le bruit d'un signal utile s(t) ap�eriodique. Comme mesure
d'eÆcacit�e, nous transposons aux signaux �a �ev�enements
discrets les mesures d'intercorr�elation entr�ee{sortie de [12]
ou informationnelles de [12, 13]. Nous nous pla�cons dans
un cas o�u des expressions analytiques peuvent être cal-
cul�ees pour ces mesures, le cas o�u le signal utile s(t) est
constitu�e par un train poissonnien d'intensit�e �s et le bruit
�(t) par un train poissonnien d'intensit�e ��. Le syst�eme
de transmission est celui de la section pr�ec�edente, iden-
tique au mod�ele de neurone de [15]. Pour ce syst�eme,
deux �ev�enements d'entr�ee doivent être s�epar�es d'un temps
inf�erieur �a Th pour produire un �ev�enement en sortie. L'in-
tercovariance entr�ee{sortieCsy = E[s(t)y(t)]�E[s(t)]E[y(t)]
peut s'exprimer comme

Csy = (p11 � q1)p1 : (1)

L'information mutuelle entr�ee{sortie Isy = H(y)�H(yjs)
peut s'exprimer �a partir des entropies

H(y) = h[p1p11 + (1� p1)p10] +
h[p1(1� p11) + (1� p1)(1� p10)]

(2)

et

H(yjs) = (1� p1)[h(p10) + h(1� p10)] +
p1[h(p11) + h(1� p11)] ;

(3)

avec la fonction h(u) = �u log
2
(u). On a adopt�e un mod�ele

�a temps discret de pas �t ; dans les �Eqs. (1){(3), p1 =
�s�t est la probabilit�e d'un �ev�enement sur s(t) dans l'in-
tervalle �el�ementaire [t; t+�t[, et q1 = (�s + ��)�t p11 la
même probabilit�e sur y(t). Les termes

p11 =
1� exp[�(�s + ��)Th]

2� exp[�(�s + ��)Th]
(4)

et

p10 =
q1 � p11p1

1� p1
(5)



sont des probabilit�es de transmission entr�ee{sortie.
Les Figs. 2 et 3 montrent des �evolutions de Csy et Isy

r�esultant des �Eqs. (1){(5) quand �t = 1 et Th = 5. Se-
lon les conditions, un niveau optimum non nul du bruit
maximise l'eÆcacit�e, ce qui identi�e �a nouveau un e�et
de transmission d'information assist�ee par le bruit. Les
�Eqs. (1){(5) sont correctes en r�egime de bruit faible. Elles
permettent donc de montrer, comme sur les Figs. 2 et
3, que l'eÆcacit�e de la transmission augmente lorsque le
bruit crô�t �a partir de z�ero, ce qui est proprement l'ef-
fet de r�esonance stochastique. Dans des conditions plus
g�en�erales, la simulation num�erique permet �a son tour de
montrer, comme pour la Fig. 1, que la r�esonance stochas-
tique subsiste dans des situations vari�ees.
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Fig. 2 { Intercovariance entr�ee{sortie Csy en fonction de
l'intensit�e du bruit d'entr�ee �� , pour de bas en haut �s =
0:01, 0:02 et 0:03 .
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Fig. 3 { Information mutuelle entr�ee{sortie Isy en fonction
de l'intensit�e du bruit d'entr�ee �� , pour de bas en haut
�s = 0:01, 0:02 et 0:03 .

5 Conclusion

L'e�et de r�esonance stochastique que nous avons illustr�e
ici dans la transmission de signaux �a �ev�enements discrets,
se retrouve avec bien d'autres signaux et syst�emes de trans-
mission. Le champ d'applicabilit�e de la r�esonance stochas-
tique n'est pas encore �g�e, et de nouvelles formes de cet
e�et d'information aid�ee par le bruit sont encore propos�ees
et analys�ees [16].
La r�esonance stochastique est un e�et non lin�eaire qui

pr�esente une grande importance conceptuelle, en ce qu'elle
illustre de fa�con pr�ecise et quanti��ee les notions d'infor-
mation tir�ee du bruit ou d'ordre tir�e du d�esordre fr�equem-
ment �evoqu�ees au sujet des syst�emes complexes. Jusqu'�a
pr�esent, c'est plutôt cet int�erêt conceptuel ou fondamental
qui a �et�e explor�e a�n d'�etendre la connaissance des mul-
tiples aspects de cet e�et non lin�eaire encore en �evolution.
Une autre voie qui commence tout juste �a être consid�er�ee

consiste �a examiner si, et comment, la r�esonance stochas-
tique peut être exploit�ee pour des applications comp�etitives
en traitement du signal et de l'information. Cette voie
d'�etude conduit �a aborder le domaine plus large du trai-
tement non lin�eaire du signal, d�es les plus bas niveaux du
traitement o�u l'on a �a faire face �a la transmission physique,
l'acquisition, la d�etection d'un signal en pr�esence de bruit.
�A ces niveaux de traitement, les syst�emes technologiques
actuels s'appuient largement sur des processus lin�eaires
(propagation lin�eaire, capteurs lin�eaires, pr�eampli�cateurs
et �ltres lin�eaires), et si l'on reste dans ce contexte lin�eaire
la r�esonance stochastique ne peut pas op�erer. En même
temps, des syst�emes naturels comme les syst�emes neuro-
naux, tr�es performants pour le traitement du signal et
de l'information, o�rent l'exemple de processus tr�es non
lin�eaires mis en �uvre d�es les plus bas niveaux du trai-
tement du signal (et o�u op�ere la r�esonance stochastique).
La r�eponse intrins�eque du neurone pr�esente seuil et satu-
ration, la propagation des signaux est non lin�eaire (propa-
gation soliton). Il semble ainsi que l'impact de la r�esonance
stochastique doive s'�evaluer, et que cet e�et puisse prendre
sa place et contribuer aux performances globales, dans ce
contexte �elargi du traitement non lin�eaire du signal, qui
reste encore largement �a explorer.
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