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Inversion entrée-sortie et égalisation
Application : Systeme de transmission par satellite
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Résumé :Dans ce papier, nous introduisons une nouvelldbstract : In this paper, we introduca new algebraic

approche algébrigue, issue de la théorie des systémes, papproach, issued from the theory of system, in order to study
traiter le probléme d'égalisation des canaux non linéairethe equalization problem in nonlinear communications
Cette approche qui permet d'analyser les propriét&hannels. This proposed method, which is useful in the
structurelles du canal, va étre appliquée & un systéme dealysis of structural properties of the channel, will be
transmission par satellite, présentant une nonlinéarité. Noapplied to satellite transmission system presenting a
montrons, sur ce canal, que l'opération d'égalisation esbnlinearity. We show that, the channel is usually equalized,

toujours possible sauf en des points singuliers que noescept in singular points that we determine
mettons en évidegc

Introduction un lien entre [linversion et [égalisation. Le

Lors de la transmission d'un message numériqueParagraphe |Ill, est unellustration, de notre
travers un canal reliant deux points de |'espacépprOChe, sur un canal de transmission par satellite.
linformation est contenue dans un signal compodé Rappels mathématiques

de symboles. Le canal introduit des distorsions dai$oit k un corps aux difféerences de base, suppose,
le signal transmis. L'égalisation est une techniquaour simplifier, de caractéristique nulle. En
mise en oeuvre pour retrouver a partir du messageatique, ce sera par exemple, le corps des réels IR.
recu, le message émis, et ce malgré les perturbations

introduites lors de la transmission. Son role est donc

d'inverser les effets introduits par le canal. .Un corps aux différence¢Com] est un corps
Lorsque le canal est linéaire le probleme deommutatif K muni d'un monomorphisme :
I'égalisation estrelativement bien traité dans la

littérature [Mac,Ton, Mon, Pro, ...]. Cependant, le ¢: K-=-mmmm-- > K

cas des canaux non linéaires reste toujours trés peu

considéré, alors que plusieurs systémes deppelé transformation, vérifiant donc les propriétés
télécommunications présentent des nonlinéaritésuivantes :

Par exemple le systeme de transmission par satellitea, b /7K

[Ben]. &a+b) = &@a) + &b
Dans ce papier, nous allons proposer une nouvelle &ab) = éda.cb
approche, pour l'égalisation des canaux nonlinéaire. da)=0 - a=0

Cette approche, issue d‘? lalgebre aux différencesyr jes systemes numériquéseprésente le retard
va nous permettre d_anglyser les Propriet&€$ ne unité de temp(t) = x(t-1) eté®x(t) = x(t-i)
structurelles du canal. Ainsi, nous allons pouvoir

répondre a une question fondamentale : "l'opératiofune extension aux différencasdK est la donnée

d'égalisation est-elle possible?" Si oui, existe-il dege Jeux corps aux différencéetL tels que :
points singuliers.

Le paragraphe I, est un rappel sur lapproche . K est un sous corps tle

algebrique, introduite par Fliess, qui a permit la . La transformation d& est la restriction a
résolution du probleme d'inversion des Systemgs ya |a transformation de

entrée-sortie. Nous introduisons la notions dgy. x situations sont possibles :

filtration et lespolyn6mes de Hilberassociés qui )Un élément w (7 K est transformellement

ant jouer un role fondamental dan§ n_otr%l ébrique si, et seulement si, il satisfait une
démarche. Dans le paragraphe I, nous etabllssog uation aux différenceB(w, éw,..., &Mw) = 0
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L'extension est dite transformellement algébrique Sjitration de M. Il existe alors un polynéme de
et seulement si, tout eélément dé& est

transformellement algébrique.
ilUn élément w [0 K est transformellement 9rand :

transcendant si, et seulement si, il n'est pagdimV =Py = pr+ f3
transformellement algébrique. C'est-a-dire qu'il NB)o = dim Vi1 - dim W

satisfait aucune équation algébriques aux différenc%s_ le rang du module aux différences [w].
a coefficients dank.

L'extension L/K est transformellement I L
transcendante, s' il existe aux moins un élémeht deEn ¢
qui soit transformellement transcendant.

Hilbert, P [7IN[r], de degré 1, tel que pourassez

inversion a gauche et égalisation

héorie des systémes, nous sommes souvent
_ _ _ amenés a nous poser deux questions distinctes : une
Une famille { e / i [ I} de L est dite gortie donnée est-elle effectivement reproductible
transformellement K-algébriguement indépendantgar le systéme? si oui, comment calculer les entrées?
si, et seulement si, la familleé®e /i 71, j [0 IN} Ce; deux_problc_‘ar_n_e,s ir]trodgisent respectivement les
e " notions d'inversibilités a droite et a gauche. D'autre
est K-algébriqguement indépendante. Une te"%art, en télécommunications, le probleme
famille, lorsqu'elle est maximale par rapport @'égalisation, qui & pour but dinverser les effets
linclusion, est appelée base de transcendaniéroduits par le canal, consiste a retrouver le signal

transformelle deL/K. Deux bases ont méme émis, qui est I'entrée du systeme, a partir du signal
recu, qui représente la sortie du systeme.

cardinalité, appelée le degré de transcendanfegaiisation est donc, intimement lié a linversibilité
transformelle. On note : a gauche.

detr transf L/K Pour un systéme linéaire constant, lapproche
fréquentielle rend aisée lanalyse du probleme
.Un k-module aux différence$! est unk[é]- dinversion. En effet un systéme est inversible a
module & gauche, ok[&] désigne lanneau desdr0|te (resp. agz_iuche)_ S, (::-t sel_JIement s, sa matrice
) o R de transfert est inversible a droite (resp. a gauche).
opérateurs aux differences linéaires de la forme : psns le cas ol le systéme est donné par une
représentation d'état ce concept reste toujours
valable. De surcroit, nous disposons d'un algorithme
assez complexe, dit de structure, da a
_ _ Silverman([Sil].
Notation : [w] est un module aux differencesen non linéaire, les démarches classiques ont tenté
engendré paw = (wq,.., w). On dit alors qu ' il est de généraliser, sous différents aspects, l'algorithme
- de structure [Sin]. C'est grace a lalgebre aux
de type fini. e . . :
difféerences, introduit par Fliess [FIsl], que ce
.Une filtration aux différencesd'un module aux Probleme a éte résolu de facon claire. Ainsi, le rang
o o _dun systeme linéaire ou non, appekang
differences M est constituee par une chaingyansformel de sortiea été défini pour la premiére
ascendante d'espaces vectoriels. fois. Ce rang généralise le rang de la matrice de
PourM = [w], V, = span{wn). Wn-1)...wn}, r OIN,  transfert. .
o Dans ce qui suit, nous allons rappeler brievement les
est une filtration dé/. = . . , N
o o principaux résultats, issus de l'approche algebre aux
Le concept de filtration est souvent lié a uryifférences, sur linversion des systémes en temps
polyndme numérique appelépelynéme de Hilbert discret [FIs1].

Cette liaison est établie & partir du résultat suivarf?Version des systemes entree-sorti€onsiderons
Lo N : un systeme linéair¢S) d'entréas = (u, U, ..., Y,
qui va jouer un role fondamentale dans la suite :

et de sortigy = (Y3, Yo, -+ ¥)-
Théoréme : Soient M = [w] un module aux

différences et V= span{wn), W-1).., wnn} une

ad

nie
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Wo = Sp+ as?
.Le rang transformel de sortjg, de(S) est le rang S, =€+ hien g
du module aux différencég] [FIs2].
ouhy, hy eta sont des réels donnés, est le signal
.Le systeme(S) est inversible a gauche (resp. &mis ety, est le signal recu.

droite) si et seulement @,= m (resp.0 = p) Pour analyser les propriétés structurelles de ce
Proposition [Elal, Ela2] : Pour assez grand canal, nous allons considérer la filtration
p=dim W+1 - dim V. = span{dy,, dyn_1,-.-» AY,_r}
ou,V, = span{ yn), yn-1), ...,¥n-n}. les différentielles dg,, w, ets, sont données par :
Remarque : On suppose que le systeme (S) est
inversible & gauche. Nous avons alors, poassez dyp = dwy + hodwh g
grand,dim f = mr + B, c'est le rang de la matrice dw, = (1 + 2ag)ds,
de SylvestefMou, Fij]. Ce qui nous améne a parler ds, = dey + hidey g

des zéros communs. En effet, im, on est en
absence des zéros communs, si non le nombre jaus avons alors,

ces zéros estn,= m-B. dyn = ande, + Brde,. + Apde,
avec,

Considérons usystéme non linéairg(Z) d'entrée an =1+ 2as,

U= (Up, Wy, ..., Y;) €t une sortig = (yy, Y, ..., ) Bn = hy(1 + 2as,) + hy(1 + 2as,.y)

An= hy(1 +2ag,9)
.Le rang transformel de sortip, de §) est le

degré de transcendance transformell&de /k. d'oq,
dim span{dy} =1

.Le systeme(2) est inversible a gauche (resp. a dim span{dy, dy,.q} = 2
droite) si et seulement g,= m (resp.p = p).
Nous avons, comme la cas linéaire et d'une fagon générale,
Proposition [Elal, Ela2] : Pour assez grand

0= dim W+1 - dim W dim span{dy, dy,.1,..., A} =r+1
ou, V, = span{ dyn), dyin-1), ...,dyn-n}.
dym est la différentielle deg. Nous déduisons que pour taul/IN,

dim W+1 -dim V¥ =1,
Cela nous permet de proposer, pour un systéme lgesystéme est donc inversible et par conséquent
transmission numérique, possédamsources ep 'opération d'égalisation est possible.
capteurs, le résultat suivant:
Proposition : L'opération d'égalisation est possibleL€s points singuliers :Le passage aux nonlinéaires
sur ce systéme, si et seulement si, son rafgccompagne souvent dun certain nombres de

transformelle de sortie est égal au nombre dé§strictions qui sont dues a la presence de
SOUrces. singularités. Pour le systeme de transmission, que

Il . Application : Egalisation d'un systéme hous avons considéré précédemment, le rang
de transmission par satellite génériquep peut chuter, ce qui rend le systeme non

: R 14 ... inversible et lopération d'égalisation n'est plus
Plusieurs  systemes de télécommunications

. o ossible.
présentent des nonlinéarités. Par exemple, o . .
ette situation peut se produire lorsque :

systeme de transmission par satellte peut-étré

modélisé par les équations aux différences suivant@S4" toutn /1N -
anZOD %:-1/28,

nous avons alors,
BN TR NL Wy Y, e, + hie,.q = - 1/2a,
c'est la singularité du systeme.
Conclusions: Dans ce papier, hous avons établi le
lien entre linversion des systemes entrée-sortie et

Yn = Wp + howyy_q
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I'égalisation d 'un canal de transmission par satellitéches informations sur l'opération d'égalisation et
Nous avons montré que la notion de filtration et leles zéros du canal.
polyndbmes de Hilbert associée fournissent des
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