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RESUME

L’ objectif de I’échantillonnage efficace est de minimiser le nombre
de points de mesures pour la reconstruction d’une image a résolution
donnée. L’échantillonnage efficace en tomographie classique est gé-
néralisé a la transformée de Radon invariante par rotation dans le cas
de fonctions poids polyndmiales. Des simulations numériques et 1’ap-
plication a I’imagerie Doppler dans des cas particuliers d’inclinaison
de I’étoile, illustrent ce résultat.

1 Imagerie Doppler

N

L’imagerie Doppler [7, 15] vise a reconstruire la distri-
bution du flux a la surface d’une étoile en rotation sur elle
méme. Certaines raies (lithium, calcium...) émises a une lon-
gueur d’onde caractéristique A, par cette €toile sont observées
al’aide d’un télescope et d’un spectrometre.

Du fait de la rotation, la fréquence des raies émises en
chacun des points de 1’étoile est décalée par effet Doppler. Le
décalage est donn€ par AA(¢,¢) /A, = v(¢,&)/c, ou c, est
la célérité de la lumiere et v(¢, ¢) est la composante, suivant
I’axe de visée o5, de la vitesse au point ¢ a la surface de
I’étoile (par normalisation, la sphere unité) a la phase ¢. On
désigne par o, le vecteur unitaire perpendiculaire a o, et a
I’axe de rotation de I’étoile (s’ils sont confondus, il n’y a pas
d’effet Doppler). Soit d¢p/dt la vitesse angulaire, on montre
facilement :

v(@,8) = (d¢/di(sine,0,cosa) AZ)- o,
= (dq)/dt){o2 sin a.
Ainsi, le décalage Doppler est proportionnel a la composante
du vecteur & sur I’axe o0,. On appelle courbe d’iso-vitesse
I’ensemble des points a la surface de 1’étoile qui, pour une
position “angulaire” ¢ donnée de 1’étoile, engendrent le méme
décalage Doppler, c’est a dire, ont la méme vitesse projetée
sur I’axe de visée et donc ont méme coordonnée £, .

Ainsi, on observe une raie élargie par rapport a la raie
d’émission d’une étoile qui serait immobile. Un point du
spectre (dont I’abscisse représente le décalage en longueur
d’onde) est donc caractéristique d’une courbe d’iso-vitesse sur
I’étoile (voir Fig. 1).
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A function is said to be efficiently sampled if, for a given resolution,
the smallest number of data points is used for its reconstruction. The
classical efficient sampling results in tomography are generalized to
rotation invariant Radon transform with polynomial weight. Numeri-
cal experiments as well as applications to Doppler imaging for two
particular stellar inclination angles are presented.
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F1G. 1 — Principe de I’imagerie Doppler : la rotation de
I’étoile engendre un décalage spectral par effet Doppler. Ainsi,
le signal émis peut étre localisé spacialement sur une courbe
d’iso-vitesse (iso-décalage Doppler) représentée en trait plein.
On montre que les courbes d’iso-vitesse sont des cercles
paralleles au plan défini par I’axe de visée et I’axe de rotation
de I’étoile.
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Soit V (¢) la demi-sphere visible depuis I’ observateur, alors
le probleme inverse consiste a reconstruire le flux 7' (&) a partir
des mesures :

m@, ) = [y Ho— A, ), TENINT ()
X A (& - 03)¢ - 0548,
o A, (t) = 1 — & + &t est la fonction d’assombrissement
centre-bord, H,, est le profile intrinseéque de la raie.
En adoptant le modele a deux températures [1] I’inconnue
devient le facteur de remplissage f qui vérifie, aprés déconvo-
lution [8] par H, :

m(¢,s) = Hy(s) * S, s),

S(¢,S)=/§'0 _, SO d—etel-08 03ds (1)
, =
§‘03ZO

2 Echantillonnage efficace en tomogra-
phie classique

Soit K le support essentiel de la transformée de Fourier
d’une fonction a échantillonner suivant un schéma engendré
par une matrice non singuliere W, c’est a dire sur I’ensemble
de points {Wl,l € 7}, la généralisation de la condition
d’échantillonnage, sur W, de non recouvrement de Nyquist-
Shanon [11] est que les ensembles K427 W1, 1 € Z? doivent
étre disjoints deux a deux. Cette généralisation de schémas
sur des grilles orthogonales a des schémas sur des treillis est
intéressante en tomographie.

Xr2

F1G. 2 — Parametres de la transformée de Radon.

En tomographie 2D, on cherche a reconstruire une fonction
f € $(R?) a partir de sa transformée de Radon :

+00
fsw+tt)dt,

8(6.5) = / flndx =
w-x=s —0

ol w = (cos¢,sing) € S',¢ € [0,2n],s € R, voir

Fig. 2. On définit les transformées de Fourier 1D et 2D de g et

f par:

8@, 0) = g (), s)ds,

7 e

et

A 1 .
for = / ¥ F(x)dx
T JR2

Le kM€ coefficient de Fourier de (¢, o) est défini
par : §,(0) = %fozn e *o(p,0)dp,k € Z.Si f est
essentiellement b-bande limitée (f\é\>b If(é)ld"g‘ négligeable),
le support essentiel de g, (o) est contenu dans 1’ensemble [14,
10] :

K= {(k,0) e ZxR; |o| < b, |k| < max(|o|/F, (1/9 — 1)b}

ou 0 < ¥ < 1 est un parametre de controle de la décroissance
exponentielle de | §k (0)| en dehors de K.

FIG. 3 — Ensembles K + 27 W'k (gauche) et K+ 27 W, 'k
(droite).

Les grilles respectivement standard et entrelacée sont alors
engendrées par les matrices W et W, suivantes :

0 ot —m
9 0 %

ou le nombre de points d’échantillonnage P de la variable
angulaire et le nombre de points d’échantillonnage Q par
projection satisfont : b < P9, b < wQ/2 pour la grille W
etb < PV, b < mQ/2 pour la grille W, (voir figure 3).
Alors, les valeurs optimales de P et Q sont : 71Q/2 = b,
2P =7 Q/9 pour Wgetn Q/2 = b,2P = wQ/v¥ pour W,
(voir figure 3). On notera que detW, ~ 2detW, c’est a dire
que la grille entrelacée est presque deux fois plus efficace que
la grille standard pour échantillonner la transformée de Radon
2D d’une fonction.

[N B

Les géométries entrelacées ont été introduites par Cormack
a l’aide d’arguments géométriques tres élégants [3]. Les
conditions d’échantillonnage efficace pour les géométries en
éventail sont dues a Natterer [10]. Des schémas efficaces
moins réguliers ont été proposés par Faridani dans [5, 6], voir
aussi [4].



3 Transformée de Radon généralisée
invariante par rotation et imagerie
Doppler

La transformée de Radon 2D invariante par rotation est
définie par :

+00
8(9,s) = flso+1t)w(s, ndt,
—0oQ
Proposition 3.1 — Si la fonction poids w(s, t), associée a

la transformée de Radon généralisée g de f, est un polynome
dedegré L+ Mensett, w(s,t) = Z,Ij,'nﬁio a,!msltm, siVl e
N,Vm e N,Vn € Z, telsquel < L,m < Met—l—m <n <
1+m, la fonction f(x)|x|"t" e~ (avec (|x|, ) coordonnées
polaires de x € R?) est essentiellement b-bande limitée, alors
le support essentiel de (o) est contenu dans :

K={(k,0); |o|<b, |k| <(L4+M) + max(|o |/, (1/9 — 1)b}.

Démonstration : D’apres le théoréme coupe-projection :

2
8. (o) = (27‘[)773 /e‘ikd’ f‘i”‘“'xf(x)w(x cw,x - T)dxdo
0 xeR?

= (271)773 f(x)e_”“pl(x)dx
xeR?
avec
27, . in_y p=in —in _ ,in
10ey=[eobeosn=ikmy (x| (25—, el (—=—))dn,
0 2 2l
ol x = |x|(cosy,siny) etn = ¢ — Y. Si w(s, 1) =

LM . .
> im0 @;,,8't", alors en remarquant qu’il existe ¢, € C, —[—
m<n <[+ mtel que

el 4 e\ [ein — oin\"™ I+m N
- = E c,e""
2 2i

n=—(l+m)

et en utilisant la relation VII(3.16) dans [10] :

ifk 2 ) )
Jk(-x) — 2_/ eGC05¢7lk¢d¢
T Jo
nous obtenons
LM I4+m
N A
8.(0) =~2m Z a, Z uy " (o)
1,m=0 n=—(l4+m)

avec

" (0)= n{;(x)|x|l+me_i(k_"+")1/’ik_" Ji_p(—olx])dx.
XEIR™

Ainsi, #"" (x) étant définie par :
n,lm _ I4m , —iny
R () = fx))x|™ e e
on note Yy, la transformée de Radon classique de prbm

yn,l,m (¢, S) = / hl’l,l,m(x)dx
alors, d’aprés I"égalité p.72 dans [10]

LM I+m -
2:0)="a,, Y Gy, @)
1[,m=0 n=—(+m)

On en déduit le support essentiel de g,(c) donné dans la
proposition. MW
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Pour illustrer la proposition précédente nous représentons
dans la figure 4, | gk (0)| pour la transformée de Radon clas-
sique (w(s,t) = 1) de l'indicatrice d’un disque centré en
(0.8, 0) de rayon 0.03 (en haut) et |g, (o')| pour la transformée
de Radon généralisée, avec w(s, t) = ', de la méme indica-
trice de disque (en bas). Un élargissement de spectre suivant
1’axe horizontal k pour w(s, ) = ¢'* par rapport a w(s, t) = 1
est bien visible, en particulier dans les agrandissements. On re-
marquera que la fonction f n’est pas essentiellement b—bande
limitée et donc ne remplit pas les conditions du théoreme. Ce-
pendant, le résultat reste numériquement vérifié.

FIG. 4 — Visualisation de |, (¢)| pour les fonctions poids
w(s,t) = 1 (en haut) et w(s,r) = t'° (en bas). Dans
la colonne de droite un grossissement de la partie centrale
souligne I’élargissement de spectre suivant I’axe horizontal k.

3.1 Imagerie Doppler a inclinaison nulle

C’est un cas d’école puisque, pour tout point de 1’étoile,
la composante de son vecteur vitesse sur 1’axe de visé est
nulle et donc, le décalage Doppler qui lui est proportionnel, est
nul. Cependant, la géométrie des mesures permet d’identifier,
par simple projection des courbes d’iso-vitesse sur le plan
du ciel (plan perpendiculaire a I’axe de visé€), un probleme
de transformée de Radon classique. Il suffit de remplacer
dans (1) o, par w et de faire le changement de variable

= (xl,xz,,/l—(x%+x§)) = (x,v/1—=|x» pour se

ramener dans le plan du ciel a la transformée de Radon de
f(x)(1 — &+ &y/1 — |x|?). Ainsi, I’échantillonnage entrelacé
peut étre appliqué.

3.2 Imagerie Doppler a inclinaison a 90°

Dans le cas ou I’axe de rotation de I’étoile est o, tout point
est visible pendant une demi-période. Du fait qu’un point et
son symétrique par rapport a I’équateur de 1’étoile se trouvent
toujours sur la méme courbe d’iso-vitesse, on ne pourra pas les
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distinguer I’un de I’autre : ¢’est I’ambiguité nord-sud [9]. Les
fonctions antisymétriques sont invisibles, c’est a dire dans le
noyau de I’opérateur. Ainsi, I’identification se limite a la partie
symétrique de la fonction flux recherchée. En introduisant
gt (p,s) = S(¢, s)+ S(¢+m, —s) eten projetant les courbes
d’iso-vitesse dans le plan équatorial (plan fixe perpendiculaire
a I’axe de rotation), on montre que la mesure est celle d’une
transformée de Radon généralisée avec pour fonction poids
w(s, ) = (1 — &)|t| + er?. Ne sachant pas traiter le cas de [¢|
du point de vue de 1’échantillonnage, la valeur de ¢ est fixée a
1,d’ou:

glp,s) = / F)(x - 7)%dx

+00
= fGo + t)’dt
—o0

Comme dans [2, 12, 13], en décomposant f en harmoniques
sphériques, on peut montrer qu’elle est identifiable a partir de
gt (g, s).

Pour ¢ = 0, une transformée de Radon avec une fonction
poids polynomiale est obtenue en définissant la mesure par :
g (p,s) = S(p,s) — S(¢p + m, —s). L’équation précédente

devient :
/ f(x)x - tdx
X-w=s

+o00
f(sw+ tT)tdt.

g (d.5)

—00

De méme il est possible de montrer que toutes les harmo-
niques de f, exceptée I’harmonique zéro, sont identifiables a
partir de g~ (¢, s). La partie radiale de f peut alors étre re-
construite a partir d’une seule projection S(¢,s) a laquelle
aura été soustraite la composante non radiale, alors identifiée.
Dans un schéma entrelacé, il suffira de prendre les données
de deux projections successives pour obtenir, sur la partie ra-
diale, la méme résolution que sur la partie non radiale. Ainsi
I’échantillonnage entrelacé est suffisant pour reconstruire effi-
cacement f.

On déduit donc facilement de la proposition du paragraphe
précédent que le support de

- 817;{(0), pour & = 1, est contenu dans
K,, =1{k,0);lo| <b, |k| <2+ max(lo|/d, (1/9 — 1)b}.

- g (o), pour ¢ = 0, est contenu dans

K, ={k,0);lo| <b, k| <1+max(lo|/0, (1/9 — 1)b}.
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