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RESUME

Les filtres adaptatifs sont généralement défi-
nis & partir de deux spécifications qui sont le gain
du systeme et la constante de temps. Les estimations
de complexité obtenues & partir de ces spécifications
sont rappelées et précisées pour un filtre RIF en
structure directe avec l'algorithme du gradient. Le
cas de signaux non stationnaires est également consi-
déré. L'extension a la structure en treillis permet
une comparaison avec la structure RIF directe.
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SUMMARY

The design of digital adaptive filters is ge-
nerally based on two specifications, namely system
gain and time constant. The complexity estimations
obtained from these specifications for a gradient
FIR filter indirect form are recalled and completed.
Non stationnary signals are also considered. The ex-
tension of these results to a gradient lattice
structure provides elements for the comparison of
lattice and FIR structures.
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I. INTRODUCTION

La réalisation de systémes adaptatifs peut fai-
re appel & différentes techniques aussi bien pour
1l'organisation des calculs que pour le choix du cri-
tére d'adaptation lui-méme. Le critére le plus couram-
ment utilisé est celui dit des moindres carrés moyens
qui correspond a un algorithme simple pour la mise a
jour des coefficients, l'algorithme du gradient. Ce-
pendant, avec les progrés en technologie d'une part et
en réduction de redondance dans les opérations d'autre
part, il devient possible de mettre en oeuvre économi-
quement des filtres adaptatifs basés sur le criteére
des moindres carrés.

Parmi ces technigues l'utilisateur fait son
choix en considérant les performances et la complexi-
té. L'objet du présent article est d'abord de rappeler
et préciser les estimations de complexité obtenues &
partir des spécifications pour un filtre RIF en struc-
ture directe [1], en présence de signaux stationnaires
et non-stationnaires, et ensuite de montrer qu'elles
peuvent s'étendre & la structure en treillis.

II. SPECIFICATIONS DES FILTRES ADAPTATIFS

Le schéma de principe d'un filtre adaptatif
utilisant 1l'algorithme du gradient est donné par la
figure 1. La suite d'entrée est désignée par x(n), 1la
sortie du filtre par y(n) et le signal_de référence
par y(n). La différence e(n) = y(n? - y(n) est le si-
gnal d'erreur. Les coefficients sont mis & jour, 2
chaque valeur de 1l'indice n en utilisant les produits
e(n).gi(n), ol gi(n) est la dérivée du signal d'er-
reur par rapport au-coefficient d'indice i, c'est-a-
dire par la relation :

ai(n+1) = ai(n) +-Se(n).gi(n) ;5 0<i<N-1 (1)

ol N est le nombre de coefficients du filtre et § une
constante positive appelée pas d'adaptation.

Les filtres adaptatifs utilisent les mémes com-
posants que les filtres & coefficients fixes et leurs
paramétres de complexité sont les mémes : cadence et
précision des multiplications, gquantité de mémoire né-
cessaire. Cependant les spécifications sont différen-
tes et pour les faire apparaitre clairement il est
utile de rappeler les principales caractéristiques des
filtres adaptatifs utilisant 1'algorithme du gradient.

Dans le cas du filtre RIF réalisé sous forme
directe, une condition pratique de stabilité est don-
née par :

o <8 < & (2)
No

X
al 03 désigne la puissance du signal d'entrée, suppo-
sé stationnaire. Les valeurs optimales des coeffi-
cients conduisent au minimum Eyi, de la puissance du
signal d'erreur. Les valeurs véelles corvespondent o une

putssance Eg Superiture qu; pevt &t upphochée por:
F

min
g = —— (3)
1 - 6N0x
2

Quand § approche sa limite supérieure, Eg tend vers
1'infini. En pratique il faut prendre pour § des va-
leurs nettement plus faibles, permettant 1'approxima-
tion suivante :

6N0§
B = ] (4)

E . P +
R min 2

Une estimation de la constante de temps T, de
1'amplitude de 1l'erreur est donnée par :
1
e 602
X

Ainsi il apparait clairement que le pas d'adap-
tation § est le parametre critique du filtre.

Les limitations du nombre de bits des coeffi-
cients et des variables internes augmentent la puissan-
ce de l'erreur qui devient ERy. Dans les applications,
la premiére spécification consiste souvent & imposer
un minimum G¥au rapport entre la puissance du signal
de référence et celle de l'erreur:

2
v 2
= > G (6)
RT

-e paramétre G est appelé gain du systeme et peut étre
par exemple un gain de prédiction ou un affaiblissement
d'écho. La constante de tempst, est un autre paramdtre
auquel une limite est généralement imposée. Les techni-
ques du gradient ne sont bien entendu applicables que
si ces limites sont compatibles ; en désignant par AG
1'écart relatif entre la limite du gain et le gain
théorique et par 1 la limite imposée & la constante de
temps, il vient :

T MG > 55 0<AGKT (7)

m

N =

L'algorithme des moindres carrés permet, dans uhe cer-
taine mesure, de s'affranchir de cette contrainte fon-
damentale.

Les nomores de bits des coefficients et données
internes peuvent &tre obtenus & partir des spécifica-
tions imposées au gain du systeéme et & la constante de
temps.

IIT. FILTRE RIF EN STRUCTURE DIRECTE

Dans cette structure 1'équation de définition :

N-1
5 ai(n)x(n—i) (8)
i=0

Y =

est réalisée directement et le schéma est donné par la
figure 2. Les limitations de nombres de bits sont obte-
nues par arrondi en sortie des multiplieurs. La quanti-
fication des coefficients avec le pas gq introduit un
bruit de gradient supplémentaire ng donné par :

2
T{"
B, 17%] (9)

Compte-tenu de l'arrondi des résultats de multiplica-
tions du filtre avec le pas Ay il vient :

GNUZ q2 q2
Epr 2 E . (1 + =] + oL 4 N2 (10)
RT min 2 28 12 12

En supposant que, dans cette évaluation de 1l'er-
reur totale, Egjnest le terme prépondérant, en suppo-
sant équivalentes les contributions de l'algorithme du
gradient et des arrondis, on obtient 1'expression sui-
vante pour le nombre de bits bC des coefficients :

o
~ X
b, = logy(t,) + 1log,(G) + logz[amax cy}

ol 3 ax désigne la plus grande amplitude de coefficient.
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X R .
Le terme apgy 6—-est 1ié a la nature des si-

gnaux ; pour une valeul suffisante du gain on peut
écrire, en notations vectorielles :

yz(n) = At(n)X(n)Xt(n)A(n)

En prenant 1'espérance des deux membres, il vient a
1'optimum des coefficients :

t

o =a_ . AOpt RN Aopt

y X
ou Ry désigne la matrice d'auto-corrélation du signal
x(n), normaisée et d'ordre N.

D'ol, en désignant par Apjn et Apax les valeurs
propres minimale et maximale de RN :

02
1 2 X 1
W S fmax 2 S X (12)
max o min
Y o]
Ainsi pour des bruits, le terme a - a une
max o

borne supérieure qui se rapproche de 1'unité, mais
pour des signaux a spectre étroit il peut prendre de
grandes valeurs, par exemple dans le cas de la prédic-
tion linéaire. De plus si les signaux ne sont pas sta-
tiennaires, alors leur dynamique peut intervenir dans
ce terme et le nombre de bits b. se trouver augmentg
en conséguence.

Le nombre de bits bj des données internes se
détermine également & partir de la relation (10). En
faisant un ensemble d'hypotheses réalistes, on montre
que :

X 1
b, =2+ logzﬁ%i + 10g,(G) + 3log, (1) (13)

Les deux expressions (11) et (13) font apparaitre di-
rectement la liaison entre les spécifications du fil-
tre et la précision nécessaire dans les calculs.

Par exemple, pour le filtre de prédiction li-
néaire dans un codeur de signal téléphonique utilisant
la technique du Mic différentiel adaptatif on peut
prendre te = 128 (16 ms pour une fréquence d'échantil-
lonnage de 8 kHz) et G = 16. Comme dans ce cas oy = ©
et que généralement pour un prédicteur de signaux té-
léphoniques apayx < 2, on obtient by = 12 bits. Si la
dynamique du signal est de 36 dB (6 bits) le nombre
de bits des données internes s'éléve & by = 16 bits.

Cependant, 1'effet des non staticnnarités du
signal ne se limite pas & une augmentation directe des
valfuﬁs be et by ; il faut reconsidérer l'erreur tota-
le [2].

Iv. CAS DES SIGNAUX NON STATIONNAIRES

Une difficulté dans 1'étude des signaux non
stationnaires est précisément la représentation de la
caractéristique de non stationnarité [3].

L'hypothése qui va &tre prise d'abord est que
la non stationnarité se traduit par le fait que les
valeurs optimales des coefficients aux indices n et
n+1 différent et que cette différence est une variable
aléatoire de moyenne nulle et de variance o pour cha-
que coefficient. Si de plus cette variable est suppo-
sée indépendante des autres, alors son introduction
dans les calculs conduisant & estimer l'erreur rési-
duelle donne pour l'erreur ERNS dans ce cas :

SNo'™ 2
J (16)

. X a2
Erns = Emin(1 * 7))+ 78 N

Dans ces conditions il existe une valeur opti-
male Gopt pour le pas d'adaptation :

vE .
s - min (15)
opt a

A titre d'illustration une étude a été faite sur
un filtre de prédiction & 12 coefficients appliqué & un
signal de parole, échantillonné a 8 kHz et de bande li-
mitée & 3,4 kHz. La figure 3 montre les variations du
gain de prédiction G en fonction du pas d'adaptation &
pour 3 phrases différentes. On constate nettement la
présence d'un maximum. Cependant on observe également
que la relation (14) ne correspond pas aux pentes des
courbes pour § petit. Une analyse plus approfondie est
nécessaire dans ce cas.

Les performances du filtre adaptatif en présence
de signaux non stationnaires peuvent étre améliorées
par une estimation de puissance du signal x(n) et avec
la procédure suivante :

§
N -1

o5 xz(n-j)
j=0

ai(n+1) = ai(n) + e(n)x(n-i) (16)

-

a1
o N
o

Pour lz parcle on peut prendre Ng = 100 et
Po = 0,5, si lz puissance moyenne du signal x(n) est
voisine de 1l'unité.

Las figure & donne les variations du gain de
Prédigtion G en fonction du pas d'adaptation § ; une
amelioration sensible apparait alors. Cependant la mi-
se en oceuvre de la procédure (16) est relativement
compliquée. Une approche trés simple qui permet de ré-
duire l'effet des non stationnatités est 1'algorithme
du signe, correspondant a l'expression :

a;(n+1) = a;(n) + & signele(n).x(n-i)] 7

La figure 5 donne les résultats obtenus. Le
choix 8§ = 2-/ correspond au gain maximal pour les trois
phases. C'est celui qui est généralement retenu dans
les codeurs Mic DA [4]. Pour affiner 1'évaluation de
la précision & donner aux calculs, il faut reprendre
la démarche du paragraphe précédent avec 1'expression
(14) comme équation de base.

Les résultats obtenus pour le filgre RIF vont
maintenant étre étendus au filtre en treillis.

V. FILTRE EN TREILLIS

La structure en treillis peut &tre utilisée en
filtrage adaptatif et notamment en prédiction linéai-
re. Il est intéressant d'analyser les précisions de
calecul auxquelles elle conduit. Un filtre d'ordre N a
N étages comme indiqué sur la figure 6. Pour chaque
étage les signaux d'entrée sont notés ei_1(n) et
b;_1{n), les signaux de sortie ej(n) et bj(n) et les
coefficients k, sont définis par 5] :

£[e; y (b, (-1 )|
k., =2
i E[e§_1(n):| N El.bi_1(n—1)]

Les signaux e;(n) et bi(n) sont les erreurs de
prédiction avant et arriére ; leur puissance décroit

;3 TN (18)
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guand 1'indice i croit et il en est de méme en général
des coefficients ki qui sont inférieurs & 1 en valeur
absolue. Le gain de prédiction du filtre s'écrit :

2 EDEmI L N

E[eﬁ(n)] i=1 1 - kf

(19)

D'aprés leur définition, les coefficients kj
minimisent la somme des carrés des erreurs de prédic-
tion avant et arrieére. Dans une approche adaptative
la mise & jour des coefficients peut étre faite pour
obtenir cette minimisation & chaque valeur de 1'indi-
ce :

_ 1
kg (ne1) = K, ()46, —Z—[ei(n)bi_,l(n—1)+bi(n)ei_,|(n):| (20,
ol 8- est le pas d'adaptation. Pour le premier étage
il vient :

xz(h)+x2(n—1)
2

ik (ne1) = Ky (n) + St[x(n)x(n~’l)—k1(n)
’ (21)

I1 est intéressant de faire la comparaison avec le
filtre RIF du premier ordre, qui lui me fait pas in-
tervenir la prédiction arridre :

a(n+1) = a(n) + 51[x(n)x(n-1) - a(n)xz(n—1)] (22)

On peut s'attendre & un bruit de gradient un peu plus
faible dans la relation (21). En supposant néanmoins
que 1'erreur supplémentaire Ey apportée par 1l'algo-
rithme du gradient est la méme il vient :
2 EE c2

x" 2

Cette erreur est amplifiée par les étages suivants,
pour lesquels les pas d'adaptation sont , afin
d'obtenir 1'homogénéité des constantes de temps. Glo-
balement on peut estimer que E{ représente 1'erreur
totale pour le filtre en treillis. Un filtre RIF & N
coefficients et pas d'adaptation § donne la méme er-
reur supplémentaire si 1'égalité suivante est véri-
fiée :

E, = (1-kD)o (23)

N
2 2.6, 2 _ 2
o, i¥1 (1—ki)7ch = (1-k1)0

§
2 St 2
3T (21)

Pour des constantes de temps similaires, c'est-a-dire
§ = § 1'approche avec structure en treillis est plus
intéressante si :

N 1

It —2<N (22)

i=2 (1 - ki)

ou encore quand le gain du syst&me est faible et que
le premier étage est trés efficace. Si cette inégali-
té est vérifiée alors on peut évaluer la précision des
calculs dans le treillis en 1l'assimilant 2 un filtre
RIF d'ordre 1, c'est-a-dire que les nombres de bits
des coefficients et des variables internes sont donnés
par :

”

b

o logz(re) + log,G

b.
i

[H

2 + log,G + % log, (1)

. 11 faut souligner que dans le cas du treillis,
le pas d'adaptation doit étre rendu propartionnel 2
I'inverse de la puissance des signaux pour chaque
cellule, ce qui représente une charge de calcul im-
portante.

VI. CONCLUSION

Les estimations de précision des calculs qui
ont été faites en fonction des spécifications pour la
structure RIF sous forme directe et pour 1'algorithme
du gradient peuvent s'étendre & la structure en teil-
lis. La comparaison entre les deux structures montre
que le treillis ne peut présenter d'avantages du point
de vue de la précision des calculs que pour les sys-—
témes a gain faible ; de plus il nécessite une quanti-
té de calculs globale nettement plus importante, d'une
part en raison de sa définition méme, d'autre part en
raison de l'estimation de puissance du signal qui est
3 faire & l'entrée de chaque cellule pour ajuster le
gain d'adaptation.

Les performances des deux types de filtres
adaptatifs considérés peuvent étre améliorées par
itutilisation de 1'algorithme des moindres carrés au
lieu de l'algorithme des moindres carrés moyens. Les
estimations de complexité et de précision des calculs
sont & reprendre dans ce cas ; ce travail est en cours.
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GAINS DE PREDICTION EN FONCTION DU PAS D'ADAPTATION
POUR TROIS PHASES :
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