DIXIEME COLLOQUE SUR LE TRAITEMENT DU

SIGNAL ET SES APPLICATIONS

NICE du 20 au 24 MAI 19856
|

PRECISION DES METHODES HAUTE RESOLUTION ET BORNES DE CRAMER - RAO

D. THUBERT ,

L. KOPP

*
» J.P. LE CADRE

THOMSON-CSF DIVISION DES ACTIVITES SOUS-MARINES 06801 CAGNES /MFR CEDEX

* GERDSM Le Brusc 83140 SIX FOURS LES PLAGES

RESUME

Le pouvoir de résolution angulaire d'un systéme de
localisation passif en acoustique sous-marine est un
critére de performance essentiel. Certaines méthodes
haute résolution sont asymptotiquement optimales vis-
d-vis de ce critdre ; en particulier, lorsque le pro-
bléme est parfaitement modélisé la méthode du gonio-
métregdaptatif réalise la déconvolution parfaite du
champ sonore. Cependant le bruit de mesure induit une
erreur inévitable. Ainsi, tenant compte de ce bruit
perturbateur, nous avons situé, pour le goniométre
adaptatif, les performances en discrimination angu~
laire par rapport aux performances ultimes fixdes

par les bornes de Cramer-Rao. Ces bornes ont donc été
évaluées en bande étroite, estimant conjointement
1'ensemble des param@tres inconnus, paramétres spec—
traux et paramétres géométriques. Dans un deuxiéme
temps, une approche asymptotique, développée pour le
calcul des performances en localisation du goniométre
adaptatif (17, a été étendue aux traitements clas—
siques et adaptatifs d'antenne. L'ensemble de ces ré-—
sultats théoriques a été validé par quelques simula-
tions sur une antenne lindaire & capteurs 3quidistants.
Enfin, nous inspirant des mesures réalisées sur si-
mulations, nous avons dégagé un crit&re de résolution
angulaire permettant de chiffrer le chemin qui nous
sépare aujourd'hui d'un systéme optimal. Cette ap~
proche montre que dans une gamme de rapports signaux
d bruit réalistes, on peut encore gagner plus de trois
dB en pouvoir de résolution angulaire.

Etude financée par la Direction des Recherches et
Etudes Techniques (DRET) PARIS FRANCE

SUMMARY

The angular resolwing power for a passive localisa-—
tion method is an essential criterion of perfor-’
mance. High resolution methods are asymptotically
efficient with respect to this criterion, the eigen
value method is especially able to achieve the per—
fect deconvolution if the model is completly known.
But in pratice there is always some noise measure-—
ment corrupting this result, Consequently the aim
of this study is to place the performances in
resolwving power of high resolution methods with
regard to the best expected performances given by
Cramer-Rao bounds,., One have evaluated these bounds
for narrow band signals, taking jointly all unknown
parameters into account, geometric and spectral ‘
parameters. Secondly omes have extended to classical
and adaptative beamforming technics, an asymptotic
approximation | 1 ] for computing performances of the
eigen value method. Some simulation, with an equi-—
space hydrophones linear array, have been carried
out to confirm these theorical computations. Then
using these experimental results, a criterion for
angular resolving power has been choosen in order
to calculate the remaining distance between high
resolution methods and the optimal one which reaches
the Cramer-Rao bounds, This approach shows that
for realistic signal to noise ratio it is possible
to get more than three extra dB on the angular
resolving power.
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1 - BORNES DE CRAMER-RAQ

Le contexte et le vocabulaire que nous utiliserons
sont ceux de 1'8coute passive en acoustique sous-ma-
rine, mais ce que nous exposons ici s'applique égale-
ment 3 1'analyse spectrale. Dans un premier temps nous
allons évaluer les performances optimales des para-
métres en localisation,pouvant €tre indifféremment le
glsement, le site ou la distance. Il s'agit donc d'es~
timateurs efficaces atteignant les bornes de Cramer-
Rao du probléme. La technique permettant le calcul

de ces bornes est bien connue, on pourra se référer

i 1'article de P.M. SCHULTEISS [ 2], nous rappelons
briégvement les différentes &étapes du calcul et son
contexte.

a/ Modélisation du probléme

Soit S(t) le vecteur des signaux recus sur les K cap-
teurs d'une antenne i l'instant t et X(f) la T.F.D.
de S(t) & la fréquence f sur L &chantillons temporels
consécutifs. Le processus S(t) est supposé gaussien
centré, ainsi le processusﬁ&(f) est asymptotiquement
gaussien complexe centré de matrice de covariance
r(f).

P +
(1 () =¥ (DA, () d,() +0 () (D)
. i=1"*
Cette matrice de covariance décrit un champ sonore
constitué de p sources dans un bruit de fond de co-

hérence spatiale J(f). N
¥. (f) = densité spectrale du signal de la i Eme
‘ source
o (f) = densité spectrale du bruit de fond 3

vecteur modéle correspondant i la i
source, en q

Nous nous limiterons au cas du bruit indépendant sur
les capteurs de 1'antenne (J(f) = matrice identité
KxK) et pour alléger les notations nous ne ferons plus
apparaitre la fréquence (T(f) =r, X(f) = X, Yi(f)=Y¥1i
o (f) =o y d.(f) =4,

En pratique on dispose de N tranches temporelles in-
dépendantes pendant lesquelles la situation est sup-—
posée stationnaire, ce qui conduit 3 une famille de
N vecteurs X(f) indépendants. L'espace des observa-
tions est donc régi par une densité de probabilité
Py (xl,...xn)

4,

N ~
- K ~1
px(xl,...xn)—£¥1 ) ™ det(T) exp {tr(FLI‘ )} (2)
a3
E = Ef.i‘ , tr (.) désigne la trace

Le calcul des bornes Cramer—Rao débute par la déter-
mination de la matrice de Fisher des différents para-
métres a4 estimer. Dans le probléme qui nous intéresse
il faut estimer 1'ensemble des paramétres inconnus ;
les paramétres spectraux Ji et o et les paramétres
géométriques des différentes sources que nous note-
rons 0i.

De fagon parfaitement générale si‘xdésigne la vrai-
semblance logarithmique du processus considéré et
E(.) l'espérance mathé&matique, la matrice de Fisher F
s'exprime sous la forme suivante

F=E(y§szd?) {ai}, i=1, q désigne la famille des

paramétres 3 estimer,
3
-~ /A dai

(vecteur a)
La fonction ;ﬁ se déduisant simplement de la relation
(2), un peu d'algébre matriciel conduit a 1'expres-
sion condensée suivante

5 'X=Ln (px(xl,...xn)

("M, | = N.er) & (r ). L

k,1 . F<ak’ ae) S
day da

L'inégalité de Cramer—Rao s'exprime de la fagon sui~
vante _
cov (a) - F 1'%o0

Dans les calculs qui suivent nous n'estimerons qu'un
seul paramétre par source, le gisement par exemple
noté 61, i=1, p. '

A partir des relations (1) et (3) on peut calculer les
termes de la matrice de Fisher (2p44, 2p+ 1)

Notations u = E%—(é ) 5 ]} = module ;

Re {.} = partie réelle

Flo, o) =N tr (r 2)
- TABLEAU (1)

T,¥e) =N |] r'la }|?

= *t o2
FE, 6,) = 2NY, Re {d T Ee}

- -1 2
F(, ¥) =N[4 Tl |

- + = + 7= }
F(¥,, 6,) = 2N Re §d T *d.u T °d

= o ~1 ! o1
F(8, 0,) = 2N¥ ¥ Refd T 'd u Tl ‘w+d ¥ * udT Ek}

Ces relatdons permettent donc de calculer les bornes
de Cramer-Rao des estimateurs de l'ensemble des para-—
métres inconnus pour un champ sonore constitué de p
sources dans du bruit incohérent.

"2 - APPROCHE ASYMPTOTIQUE

Comme nous l'avons souligné dans l'introduction, les
performances d'un traitement d'antenne sont intime-—
ment liées au pouvoir de résolution angulaire, une
approche asymptotique présentée par K. SHARMAN,
M, WAX et T. KAILALH permet de calculer les moments
des estimateurs de localisation pour le modale déerit
par la relation (1). Le calcul effectué par les au-
teurs précités a été réalisé pour la te;hnique du
goniométre adaptatif mais il peut Etreetendu au trai-
tement classique et adaptatif d'antenne. Nous rappe-
lons les principales &tapes du calcul pour le gonio-—
métre adaptatif et présentons les résultats pour les
trois traitements d'antenne, classique ,adaptatif et
goniométre. La technique du goniométre adaptatif uti-
lise la décomposition en eléments propres de la matri-
ce de densité spectrale estiméel . Asymptotiquement
les eléments propres de cette matrice se divisent en
deux sous—espaces orthogonaux, espace source (dimen-
sion p), et espace bruit (dimension K-p). Les esti-
mateurs de localisation "naturels" des positions g .
sont obtenus en repérant les minima de la projection
du vecteur modéle dg sur 1'espace bruit, soit SO
cette projection.

K~p A
s(p) = ° Il ag vill?

i=1

élements propres associés a la

. ~ -
plus petite valeur propre g de T
décrivant 1l'espace bruit.

» ~
{vi, Aill= K-p, K é&léments propres décrivant l'es—
- pace source

Kemarque : on suppose ici que E(T) =T
On peut également construire la fonction S(8) obtenue
a4 partir des eléments propres vi de la matrice de

densité spectrale I donnée par la relation (1),
K-p

S(8) =%
i=1

[l ay vi[[?
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A . . . .
Les fonctions S(6) et S{8) possé&dent p minima qui
définissent respectivement les estimateurs § et les
positions véritables des sources 8 . Cela implique

donc que la dérivée g de S par rapport 3 6 s'annule
respectivement aux points
I'd

ivifoi= - .
1) Se, ; ;1 1 1, K-p et (1, p)
2) 8, S_\{i} i=1, K-p .

Considerons un développement limité au premier or-
dre de la fonction g au voisinage du point@

K-p, .
~ A . dg\ dg ) dvi
g(8,, 2115)—;;(%,}_(1} )+(E~§-}dee+ E(Tgi
6=y  i=l

- v=8,
K~p e
_ = 7! dg ) qv; 2 e
= do=-h !z dy-i)d\_l BRI
i=1 0=0
e
oﬁh=(g~2§) 48 gvil=2davi v
e \du avi ¢ 2 0¥ Y14,
e’ 6=6 -
AL ke 4
en posant d Vi=¥i-yi , P =% yiwi , P=1-P
- - n 7 = s n
V=1
K-¢ .
. M
da =-2h z&«{g* (P vi) (vi® u )g
e e .L:’L e s - - -

Par ailleurs on connait la disgribution asymptotique
(N grand) de la projection P i, ie (!, K-p}.L4]

AL R K + .
PS leL_>u)(>(0, FK_BJ' X_, Y_‘ ) iell, K—p)

A Aj
O3 -0)2

- &
Bi= -y

” A . .
cov (PS vi, Ps vi) =0 i #j
cecl conduit au résultat suivant : (4)
est asymptotiquement sans biais

A
- E(dee) =0 ae

+ + -
- =}l -l ~ 2
B(do, do,) =knz! Re uy Pu | el (e,k0 [1 ,p_]

ke

. 'k
R + _ +
ou 4ek_ge (.Ek % vy ) d 5 By = Re'{ge L l-“e}
3P

A ~
Remarque : Traitement classique S(e)=dg r gg

Traitement adaptatif S(@)=(gg ! ge y 1
Pour ces deux derniers traitements une difficulté
supplémentaire apparait car ces méthodes biaisent
l'ensemble des paramétres de localisation par cons—
truction, Ainsi si plus de deux sources sont pré-
sentes dans le champ aux positions® , les deux trai-
tements méme asymptotiquement situeront ces sources
dans des positions biaisées notées 46.
A i d.tl)_
vec ces notations on trouve en posant § A —=—| 0=«

*e de e

{424 -
£e~( do? ) 8_g(e
Traitement classique : (3)

EQdg,) = O

Eldg, g ) =B b

Pour le traitement adaptatif on obtient un résultat
formellement identique en remplagant dans les deux
dernigres expressions ! par M-*, Ainsi & partir des
différentes relations que nous avons établies il est
possible d'évaluer asymptotiquement 1'expression des
variances e covariances des estimateurs des paramé-
tres géométriques inconnus pour les trois traitements
d'antenne. On peut montrer dans le méme contexte que
si le champ sonore est constitué d'une seule source
dans du bruit incohérent les trois traitements sont
asymptotiquement équivalents et atteignent la borne
de Cramer-Rao,

Ainsi si © désigne 1le gisement d'une source seule
dans du bruit incohérent la borne de Cramer-Rao du
probléme est donnée par

K¥

2 I+ —
8-p53)2 K2 3
E((S 8))>/ N ] (K.
k¥
o

ey |12 = 1lgg w112

/

En développant les relations établies en (4) et (5)
on montre que les résultats coincident avec la borne
de Cramer-Rao. Naturellement pour le probléme a 2
sources il n'est plus possible de faire cette corres-
pondance, les estimateurs des différentes méthodes

ne sont pas efficaces.

3 - SIMULATIONS

a/ Ecarts_types des paramétres de localisation

Dans un premier temps nous avons voulu valider 1'ap-
proche asymptotique que nous avons étendue au traite—
ment classique d'antenne, Nous nous sommes plus parti-
culiérement intéressés aux antennes linéaires & cap-
teurs équidistants et omnidirectionnels, Nos simula-
tions ont &tE& réalisées sur une antenne de 9 capteurs
espacés d'une demi longueur d'onde, Les matrices de
densité spectrale utilisées pour conduire nos simula-
tions sont estimées par la méhode du périodogramme.

N +
z X. X.
o b

" .
T = dim (éi) = nombre de capteurs = K

1

N .
i

Les vecteurs X, sont les transformées de fourier, i la

fréquence congidérée, des signaux temporels regus sur

les capteurs de l'antenne, sur N supports temporels

indépendants,

Pour un champ sonore constitué de deux sources de méme
puissance dans du bruit incohérent un des paramétres
important pour caractériser le pouvoir de résolution
angulaire est 1'écart angulaire séparant ces deux
sources (noté A9). Nous avons concentré notre atten-
tion sur ce paramdtre et avons analysé son comporte—
ment statistique en fonction du rapport signal 3 bruit.
Sur la figure | nous avons comparé les résultats théo—
riques décrits par la relation (5) avec des estimations
réalisées sur 50 tirages aléatoires indépendants. Nous
avons donc analysé l'é&volution de 1'écart type de Ap
noté ;5 (,g), en fonction de A pour différents rapports
signaux & bruits calculés au niveau des capteurs (noté
S/b). Sur les deux axes les coordonnées sont exprimées
en fonction de la largeur du lobe classique a 3 dB
(noté 2.t3). Les ordonnées sont exprimées en dB. Le
nombre de tranches temporelles indépendantes N que

1'on peut assimiler au BT est de 100.



372

Ve,

PRECISION DES METHODES HAUTE RESOLUTION ET BORNES DE CRAMER-RAO

On constate que 1'approche asymptotique, qui n'est
valable en toute rigueur que pour des valeurs élevées
de N, constitue d&jid une approximation satisfaisante
pour 1UO spectres indépendants. On note &galement

un comportement du traitement classique assez inat-
tendu en fonction de A8, L'écart type o (A8) n'est
pas une fonction monotone décroissante de A8. Il
existe des directions privilégiées pour lesquelles
la variance de mesure sur l'écart angulaire est plus
faible, En développant la relation (5) 1l apparait
clairement qu'il s'agit des points ol la fonction

de directivité présente une dérivée nulle. Par con-
tre les zones ol la variance est maximum correspon-—
dent aux points ol les deux sources sont orthogona-
les,

Sur les deux figures suivantes(Z et 3) sont présentés
dans un systéme d'axe identique 3 celuil de la figure
| les résultats obtenus par la méthode adaptative et
par le goniométre, Ici encore 1'approche asympto-
tique constitue une bonne approximation pour une
large gamme de rapports signaux & brults. Le compor-
tement se dégrade en limite de détection ce qui
s'explique par un nombre de tirages efficaces trop
faible. Nous avons constat& que pour des valeurs de
A® /2t3 supérieures & 1.5 les deux traitements con-
vergent vers la borne de Cramer—Rao du probléme a

2 sources. Plus finement on trouve une dépendance

de 0 (A8) vis-3-vis du rapport signal a bruit de la
forme suivante :

£(A0) V1 + K ¥/
/N K ¥/ o

o(AY) = AB 2 1.54(2t3)

f(AO) étant une fonction a4 déterminer mais variant
peu avec AY

Sur la figure 4 nous avons représenté pour différents
rapports signaux & bruits la borne de Cramer— Rao et
1'8cart type asymptotique donné par la relation

(4). Le goniométre approche la borne de Cramer-Rao
d'autant plus vite que le rapport signal i bruit

est élevé, 4 A9 fixé, Cependant en se rapportant &
la figure 3 on note que c'est précisément dans la
zone ol les écarts entre le goniométre et la borne
de Cramer-Rao sont les plus sensibies que se situent
les limites de détection du goniométre. Toujours

sur la figure 4 on remarque un comportement inatten-—
du de la borne de Cramer—xao pour de forts rapports
signaux d bruits et de faibles écarts angulaires.

Ce comportement a &té souligné par F.M. While| 3],
il semble indiquer que pour un méme rapport signal

a bruit, il existe un domaine d'écarts angulaires ol
la variance de mesure d'un systéme de localisation
optimal diminue alors que les 2 sources se rappro-
chent 1l'une de 1'autre.

b/ Un critére de résolution

Nous nous sommes intéressés au pouvoir de ré&solu~
tion angulaire du goniomé&tre pour un nombre de
spectres intégrés N donné et une gamme réaliste de
rapport signaux & bruit, Pour &valuer ce pouvoir de
résolution nous avons déterminé sur 800 tirages
indépendants 1'écart angulaire minimum pour lequel
la probabilité de détection est de 0.5. Nous avons
constaté sur l'ensemble des simulations que le rap-
port de 1'écart type o (48) divisé parA Oest indé-
pendant du rapport signal 3 bruit et du nombre de
spectres intégrés quand on atteint une probabilité
de détection de 0,5

(6)  a(ae)

AB
Sur la figure .5 nous avons représenté ce rapport en

fonction du rapport signal & bruit pour N = 100,

= Cte / Pd = 0.5 =) A6 = xésolutions

De méme pour un rapport signal a bruit de 0 dB nous
avons représenté son évolution pour N variant de 50

a 10 000 Fig. 6. On peut admettre, comme en témoignent
ces deux courbes, que ce rapport est une constante du
probléme 3 nombre de capteurs donné, Elle se situe aux
alentours de 0,16 pour 9 capteurs. En supposant qu'un
systéme optimal de localisation posséderait la vertu
énoncée en (6) il est possible de déterminer la borne
de Cramer—Rao du pouvoir de résolution et par consé-
quent d4'évaluer le gain d'un systéme optimal sur le
traitement classique dont la résolution angulaire

est fixée par 2t3. Sur la figure 7 nous avons repré-—
senté cette borme en supposant que pour un Systéme
optimal cette constante se situerait autour de 0.2,

On trouvera donc sur cette figure le gain (exprimé en
dB) sur le traitement classique d'un systéme attei-
gnant la borne de Cramer—Rao comparé d'une part aux
mesures réalisées par le test de détection (test de
sphéricité) sur les valeurs propres de la matrice [
d'autre part aux mesures réalisées avec le goniomé-
tre. On rappelle que le test de sphéricité est le sui-
vant :

Hp prob | T(p) £ 9 / exactement) _ A
T(p) % Yp p sources P
Hp Le seuil détermine le taux de fausse

alarme (ici¥pfa = 1072)

Hp = hypothése "au plus p sources”

Hp = hypothése "au moins p + 1 sources"
T(p) = (ligil) ot et a_ désignent respective-
(p) a(p) u gp P g P

ment les moyennes géométriques et
arithmétiques des p plus petites
valeurs propres de T

On remarque une différence sensible des gains entre
la méthode du goniométre qui utilise la projection

du vecteur modéle sur 1l'espace engendré par les 7
plus petites valeurs propres de la matrice de densité
spectrale T et le test de sphéricité, Ce dernier
semble approcher rapidement la borne de Cramer—Rao
quand le rapport signal & bruit augmente, la tendance
s'inverse pour le goniomdtre. Au vu de ces courbes,
et en admettant un critére résolution de la forme

o (AB)/AB = Cte il apparait qu'un chemin important
reste & parcourir pour discriminer deux sources de
fagon optimale. On peut encore gagner 5 dB 4 0 dB de
rapport signal 3 bruit et presque 3 dB 3 -10 dB.
Cependant toute cette analyse repose sur 1'hypothése
que la résolution optimale peut étre définie au moyen
de la #elntion (6) et on peut envisager certains
cas ol une telle définition est mise en défaut, En
effet, un systéme de localisation pour lequel la va-
riance de l'écart croit fortement, quand 1'&cart
entre 2 sources diminue et de fagon si importante
qu'il est toujours possible de détecter deux sources
en étant parfaitement incapable de les localiser.
Celd signifie que la variance sur la position d'une
des sources o { 8) sera comparable 3 l'écart angulaire
séparant les deux sources. Pour définir de facon réa-
liste le pouvoir de résolution angulaire il faut ad-
joindre 3 la condition (6) une limite sur 1l'écart
type d'une des sources. Sur les simulations que nous

avons réalisées le rapport o(6i) / A8 (1 = 1, 2) se
situe aux alentours de 0,1 pour une probabilité de
détection de 0,5. (81, i = 1, 2) représente la posi-

tion des 2 sources).
Conclusion

Nous avons utilisé comme point de départ de cette é-
tude le calcul des bornes de Cramer-Rao, en bande
étroite,des différents estimateurs qui interviennent
dans la modélisation d'un probléme d'acoustique sous—
marine passive & plusieurs sources, Nous avons évalué
la matrice de covariance des estimateurs efficaces
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des paramétres géométriques et spectraux pour un S
“ [ Trattement Classl

champ sonore constitué de p sources spatialement VontaElon  do elas/on &3 an Ponctlon de
L ecart angulalre de 2 sources deo meme

parfaitement cohérentes dans un bruit de fond in- ulgsance (—— theorle.g simulatlon)
é 3 T nombre de spectres (ntegres=100
cohérent, Dans une approche asymptotique des perfor- ResoLutLon Gpoctrale= Dhz 50 tlLrages .
mances en localisation des méthodes classiques, adap-— 4 2 3 e
- P X bt T T Y
tative et du goniométre adaptatif nous avons calculé p T r T a8
les variances et covariance des paramétres de posi- 23

tion. Ce calcul a été validé par des simulations
sur une antenne lin&aire, Ces méme simulations ont
montré que le pouvoir de résolution angulaire du
goniom&tre adaptatif pour une probabilité de détec—
tion de 0,5 est assez bien caractérisé par le rap-

¢ 8/b=-10db

30.4.

y8/b= Odb

port suivant : ¢ 8/b= 10db
ACLR Cte ¥N et le rapport signal 3 bruit 1
A6 Pd = 0,5

tso. | db

Nous avons utilisé ce méme crit@re pour définir le
pouvoir de résolution-angulaire d'un systéme attei-
gnant les bornes de Cramer—Kao. On constate que dans
une gamme de rapport signaux & bruit réaliste, il - FIGURE 1 -
reste entre 3 dB a 5 dB & gagner en pouvoir de réso-

lution angulaire, Cependant il faut souligner que

ces résultats sont fondés sur 1l'hypothése qu'un

systéme qui discrimine correctement deux sources,
. -~ - - - . . 11—
doit &tre ega}ement un systeme qui 10(‘_31158 effica v 1 J‘;.?%E,E'L“::‘d’é‘f.?&?%:u’iszen Fonctign do
cemer\xt, ce qui dans la pratique semble &tre une hy- Luti:;kcz"9‘%Eﬂr€ne8r§efé’>‘:§§%nwn>
pothése raisonnable. T| Nombre de spectrer Lat813°='88 tirages
N 2
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