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RESUME

La transformée Ho1 est rencontréde dans un grand
nombre d'applications pratiques comme par exemple en
acoustique sous warine, en E&lectromagnétisme, en
traitement des données géophysiques. Cette trans—
formée a couwme noyau la fonction de Hankel d'ordre
7éro et de premidre espdce. On présente ici une mé-
thode origiunale pour 1e calcul de cette transformée
basfe sur le concept de procédure duale. Le calcul
fait intervenir deux algorithmes raccordés. Le pre-
mier fournit les composantes d'ordre peu &levé de la
transformée et le second calcule de fagon asympto-
tique les composantes d'ordre intermédiaire et &levé.
La procé&dure ainsi définie génére des valeurs esti-
mées précises et le temps de calcul nécessaire est
comparable 3 celui de quelques FFT.
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SUMMARY

The Ho1 transform is encountered in numerous
practical applications such as underwater acoustics,
electromagnetics, geophysical data processing. The
kernel of this transform contains the Hankel function
of zero—-th order and first kind. An original method
is presented in this paper for the calculation of
this transform. The dual procedure concept is used
and the calculation is based on two matched algor-—
ithms. The first provides the lower order components
of the transform and the second yields intermediate
and higher order samples. Accurate estimates of the
Hol transform are obtained in this way and the
computation time is comparable to that of a few FFT.
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1 - INTRODUCTION

Des progrés importants ont &té& accomplis au cours des
vingt derniéres années avec le développement d'algo—
rithmes rapides comme les transformées de Fourier ra-—
pides (FFT) ou les transformées de Walsh-Hadamard
rapides (FWHT). Un certain nombre d'é&tudes récentes
ont aussi eu pour objet le développement de méthodes
de calcul pour les transformées de Fourier-Bessel
(Hankel) définies par :

XY

J JK (o) f(g) dZ, k = 0, ..., N (D)

o)

Le noyau de ces transformations intégrales fait in-
tervenir la fonction de Bessel Jy, avec comme argu~
ment, le produit gr. La plupart des travaux concer-
nent la tranformée d'ordre zé&ro F,(r) et une grande
variété de méthodes sont proposées par Siegman (1],
Talman [2], Brunol et Chavel [3], Cavanagh et Cook
[4], Nachamkin et Maggiore [5], Miraglia et al. [6],
Johansen et Sorensen [7], Oppenheim et al. [8],
Candel [9,10] et Mook [l11]. Le calcul des transfor—
mées d'ordre quelconque est aussi envisagé par Candel
[12-14].

Le choix de méthodes permettant le calcul des trans—
formées de Fourier—Bessel est donc relativement vas—
te. Par contre nous n'avons pas trouvé de référence
qui concerne spécifiquement le calcul de la trans-
formée Hyl

F(r) - J n'Enzee) o )

-0
ol Hol désigne la fonction de Hankel d'ordre zéro
et de premiére espéce (Hol(z) =J (z) + 1 Yo(z)). On
peut cependant noter que l'évafuation asympotique
d'intégrales ayant la forme (2) est effectude dans
des @&tudes de propagation sous marine, par exemple
par Di Napoli et Deavenport [15].

Pourtant les représentations intégrales de champs
d'ondes basées sur la fonction de Hankel de premidre
espéce Hol sont tré&s souvent mnoins ambiguds que
celles qui ont recours 2 la fonction de Bessel J,.
Ces représentations sont aussi mieux adaptées aux
problémes de propagation en champ libre. En effet 1la
fonction Ho1 a le bon comportement & l'infini
(celui d'une onde divergente) alors que la fonction
J, se présente 3 1'infini comme une onde station-—
naire formée par la somme d'une onde divergente et
d'une onde convergente.

Dans ces conditions, les applications analytiques de
la transformée H,l sont multiples (voir par exen-
ple les ouvrage. de Felsen et Marcuvitz [16] et Aki
et Richards [17]) et diverses applications numériques
au calcul de champs d'ondes ont déji &té proposées,
par exemple, par Di Napoli et Deavenport [15]. C'est
en fait ce type d'utilisation qui motive notre &tude.
Nous présentons ici une procé&dure duale pour le cal-
cul de la transformée Hol. Les bases mathéma-
tiques de ce type de procédure sont données & la
section 2. Les formulations discrétes qui permettent
le calcul rapide de la transformée H,l sont pré-
sentées sans démoustration & la section 3 et quelques
résultats de calcul sont décrits & la section 4. Une
présentation plus compléte avec, en particulier, une
analyse d'erreur et d'autres cas tests font 1l'objet
de la référence [18].

2 - BASES THEORIQUES

La procédure duale que nous allons décrire est sem—
blable 3 celle développée dans la réf. [lC] pour la
transformée de TFourier-Bessel. Ce type de méthode
utilise deux algorithmes raccordés. Le premier (algo—
rithme L) fournit les composantes d'ordre peu é&levé
de la transformée (c'est—-3-dire les composantes dont
1'argument r est petit). Le second (algorithme &)
utilise des formulations aswvmptotiques et permet la
détermination des composantes d'ordre intermédiaire

et élevé. Le passage du premier algorithme au second
s'effectue lorsque les résultats cooncordent & une
certaine erreur prés. L'avantage principal de ce type
de procédure provient de ce que la charge de calcul
principale est fixée par l'algorithme asymptotique et
nous verrons que cet algorithme fait imtervenir un
nombre d'opérations é&gal & celul de trois 3 cing
FFT.

Formulation de l'algorithme L

La transformée H,! est définie dans 1'introduc-
tion par l'expression (2). En gé€uérale f(g) et F(r)
sont des fonctions complexes, l'argument v est posi-
tif et appartient 3 l'intervalle ouvert }0, +ow!. Le
noyau de la trausformation contient la f{onction de
Hankel de premié&re espéce. Cette fonction peut &tre
remplacée par 1l'expression intégrale suivante :
4 [
H; (x) = (2/im) J exp (ix cosht) dt )
o

La substitution de 1'expression (3) dans la défini-
tion (2) conduit facilenment 3

F(r) = (2/im) J &(rcosht) dt (4)
0
ol
&(n) = J £(C) ¢ exp (ign) dg (5)

00

désigne la transformBe de TFourier de la fonction
f(g) ¢ et n est l'argument de cette transformée.
D'apré&s ces expressions, la trausformée ¥{r) peut
2tre obtenue en sommant les composantes de Yourier
¢ (n} correspondant 3 la variable N = r cosht pour t
appartenant 3 1l'intervalle semi infini {G, +oe (.

Les expressions (4) et (5) ne sont utiles en pratique
que si 1'intégrale (4) converge. Cet aspect inportant
est examiné dans la réf. [18]}. La couvergence est
assurée sous des conditions relativement peu restric-
tives et on peut approximer F(r) par 1l'intégrale
finie :

rtm
G(rfﬁm) = (2/im) J $ (rcosnt) dt 6)
o
ol t o= cosh_‘I (nw/r) (7)

G(r, Ny) tend unirormement vers F(r) lorsque Ny
tend vers 1l'infini.
Les expressions (7) et (5) définissent 1'algorithmel,

Formulation de l'algorithme A

La détermination des composantes d'ordre &levé de la
transformée Uyl peut 8&tre effectuée & 1'aide du
développement asymptotique de la fonction de Hankel
pour les grands arguments. Dans ce développement nous
allons uniquement retenir le premier terme mais nous
montrons, dans la ré&f. (18], qu'il est possible
d'anéliorer les résultats en incluant le deuxiéme
terme.
On peut écrire, pour les grands arguments :

1

H(2) = (2/72)

M-

exp {iz - im/4) + O(‘I/Zg/2 ) €:))

Si l'on porte cette expression dans la définition (2)
cn obtient :
f’“’ 5 ”
. 2 |7 exp(iZr - 1mW4) o .«
9= ) fm[-;} ¢ 4

L'approximation asymptotique au premier ordre de 1la
transformée Hol apparait ici sous la forme d'une
intégrale de TFourier qui peut &tre directement éva-
luée 3 1'aide d'une FFT.

3 - DISCRETISATION

L'application pratique des expressions précédentes
nécessite 1'établissement de formulations discrites.
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‘Ces formulations sont obtenues sans difficultds (voir
réf. {18)). Nous donnons uniquement les principales
définitions et les résultats. -

Soit AL la période d'échantillonnage et f(n) la sé-
quence discr&te obtenue par é&chantillonnage pério-
dique de la fonction £(7) :

f(n) = f(nag), n =0, ..., P/2
f(n) = f[(n - P)AL ], n=P/2+1, ..., P -1 (10)

]

Nous allons chercher 3 estimer la transformée F(r)
pour un ensemble de valeurs discridtes de r

]

r1=1 Ar, 1=1, «.., L
I1 est commode (mais facultatif pour 1l'algorithme L)
de relier les périodes AL et Ar par une expression
de la forme AZ Ar= 27/N oli N est un entier divisant
exactement P. La régle habituelle pour les procédures
duales est en fait de prendre N é&gal au nombre P
d'échantillons.

Nous définissons & présent 1la
échantillonnée et normalisée

transformée Hol

F(l) = FQUAD)/(AD)2 1 =1, ..., L (11)

et nous représentons par F(1l) les valeurs estimées de
cette séquence calculées numériquement.

Les expressions discrétes qui permettent le calcul de
F(l) suivant les algorithmes L et A sont données res—
pectivement aux tableaux 1 et 2.

Procédure duale

A la premiére &tape de la procédure duale les valeurs
estimées asymptotiques sont obtenues 3 1'aide de
1'algorithme A. On commence -alors le calcul de la
transformée 3§ 1'aide de 1'algorithme L en partant de
1'échantillon correspondant &3 1 = 1.

A chaque &tape, les transformées estimées sont com~
parées. Lorsque la différence entre les valeurs es-
timées devient suffisamment faible, on arréte les
calculs par l'algorithme L et on retient comme va-
leurs estimées de la transformée H,* celles obte-
nues par l'algorithme A.

4 — RESULTATS DE CALCUL ET DISCUSSION

Plusieurs cas tests sont dé&jd présentés dans la réf.
[18]. Nous utilisons ici une fonction test particu—
lidrement importante pour les applications 3 la pro-
pagation d'onde. Considérons la fonction :

a
(o) = = 12)
oll a est une constante réelle.
La fonction f£(z) possd&de un pdle simple sur le chemin
d'intégration (l'axe réel). On peut facilement mon-—
trer, & 1'aide du théor3me des résidus, que la trans-
formée Ho1 de £(g) s'écrit sous la forme :

+00
F(r) = J ;_Ei"a H: (tr) oz = iwaZHD1 (ar) (13)
-0

D'un point de vue numérique, la singularité de la
fonction £(f) au point f = a pose un probldme sé-
rieux. En effet, nous avons déjad montré par ailleurs
(Candel [19]) et pour une situation analogue que le
résultat de 1'intégration dépendait essentiellement
de la position respective du pdle et des points
d'échantillonnage. Lorsque le pdle se trouve sur
1'axe réel il doit &tre au milieu d'un intervalle
d'échantillonnage si 1l'on veut obtenir un résultat
convenable par intégration mumérique directe.

Nous prenons donc la constante a sous la forme a =
(M+ 1/2) AL o M. est un nombre entier. La trans-
formée Ho1 échantillonnée et normée, définie par

(1), s'écrit dans ce cas :

F(1) = im(m + 4)2 HD1 En(m + %) 1/;[] (14)
Les séquences de valeurs correspondant 3 cette ex—
pression sont représentées aux figures 1 et 2 par des
lignes continues pour deux valeurs de M. Les valeurs
estim@es numériquement, & 1l'aide de la procédure
duale combinant les algorithmes L et A, sout repré-
sentées par des symboles.
Les valeurs estimées coIncident presque partout avec
les wvaleurs exactes de la transformée Hol. Les
différences les plus importantes sont observées pour
les toutes premidres composantes de la transformée
(pour 1g 4).
Pour compléter cette comparaison, la figure 3 repré-
sente les modules des transformées exacte et numéri-
que calcul@es pour M = 80. Les modules sont dounés en
dB avec comme référence F(1).
L3 encore, on peut observer l'excellent accord entre
les valeurs exactes et calculées.
Ainsi, dans un cas test particulidrement délicat
constitué par une fonction singuli&re comportant un
pdle simple, la trausformée Hol numérique donne
des résultats trds satisfaisants.
La transformée Hol peut &tre wutilisfe avec cer—
taines précautions pour traiter des problémes
d'acoustique sous marine et, en particulier, le cas
de la propagation en eau peu profonde. Les difficul-
tés les plus sérieuses de ce type de probldmes sont
associées aux pbSles situés sur 1'axe réel (l'axe
d'intégration). Nous avons montré& ici qufun traite-
ment numérique direct pouvait &tre envisagé. Plu-
sieurs problémes de propagation sous marine ont déja
été traités 3 l'aide de la transformée H°1 et les
résultats seront présentés par ailleurs.
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TABLEAU 1
EXPRESSIONS CONDUISANT A LA TRANSFORMEE Hg!
(ALGORITHME L)

10.

1.

12,

13.

Soit £(g) la fonction 3 transformer
Les périodes d'é€chantillonnage Alet Ar sont choi-
sies telles que Ag Ar = 2T/N
La taille P de la FFT est choisie telle que P =
21 (Y est un entier) avec P2z N
Le nombre d'échantillons L 3 déterminer est fixé,
LEN/2.
Le nombre S de segments d'intégration est fixé. S
est typiquement de l'ordre de N.
La séquence ﬁ(n) est définie par
fi(n) = £(nAg)n, n=0, «u., P/2
h(n) = £[{n-P)A¢] (n-P}, n=P/2 +1,..., P-1.
La transformée de Fourier discrdte de h(n) est
calculée
P-1 .
(k) = Z n{n) exp (i 2mkn/P), k = G,..., P-1

e o
La valeﬁr de 1 est initialisée. 1 = 1.
La valeur maximum de t et l'incrément At sont
calculés
C}EAX = COSh—l (N/Zl)
At = tuax/S
Les points d'intégrations sont dé&finis
ty = (j + 1/2)y A pour j =0, ve., S-1
Les indices k(j,l) sont calculés
k(3,1) = int [1(P/N) cosh(t.) + 1/2 ]
ol int(.) désigne la partieentiére de son ar-
gument .
La valeur estimée de la transformée H,
obtenue 3 1l'aide de :
~ s -1 P
F(1) = (2 bt/im) Y ¢>lk(j,l§l
=0 B
Si L<iL-1, 1 est incrementé d'une unité 1 =1 + 1
et le calcul reprend & 1l'étape 9.

1 est

TABLEAU 2
£XPRESSIONS CONDUISANT A LA TRANSFORMEE H,l
(ALGORITHME A)

(1

Soit f(g) la fonction 3 transformer

La période d'échantillonnage Afest choisie

La taille N de la FFT est choisie telle que N =
2Y (Y est un entier). Si 1l'algorithme A est
utilisé dans une procédure duale, la valeur de N
doit &tre la méme que celle choisie pour
1'algorithme L.

La s&quence fi(n) est déterminée

n(n) = £(nAg) n? exp ( if/4), n =0, ..., N/2
h{n) = £{(n~N)ag](N-n) Z exp(in/4), n = N/2 + 1,
N

La transformée de Fourier discréte de E(n) est
calculée

N-1
n(n) exp(i 2m«n/N) k = 0,..., N-1
n=0

B(k) =

. . 1
Les valeurs estimées de la transformée HO sont
déterminées par
1 1 Ny oL
F(1) = f; (j‘) O(1), 1 =1, ..., /2
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Fig. 1 - Transformées Ho1 de la fonction test

£(Z) = a/(Z~a). La transformée exacte est
représentée par une ligne continue. Les
valeurs estimées apparaissent sous forme de
symboles. La constante a est donnée sous la
forme a = (M + 1/2)Az . M = 40. Les para-
métres de calcul sont P = N = 1024, S =
512, L = 512.

(a) partie réelle de la transformée,

(b) partie imaginaire de la transformée.
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— Modules des transformées Ho1 de la

fonction test f(g) = a/(g~a). Le calcul est
effectué dans les conditions de la Fig. 2.
Les modules sont représentés en dB rappor-
tés 3 la valeur |F(l)|. Le module exact est
représenté par une ligne continue, le mo-
dule estim@ apparait sous forme de sym-
boles.
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