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RESUME SUMMARY

Usuellement 1l'entrée d'un filtre linéaire Usually a stationary gaussian white noise
causal est un bruit blanc stationnaire gaussien ; le is taken as a 1linear causal filter entry and the
spectre de la sortie fournit la réponse impulsion- spectrum of the output gives the impulse response.
nelle du filtre. Cette entrée est généralisée en un Here we take a linear process which 1is white and
bruit blanc stationnaire de Lévy. Ce nouveau modéle stationary. By means of this simple model spectrum
trés simple permet d'ajuster non seulement les and moments of any order can be fitted with the
spectres mais également les moments d'ordre output process. The spherically invariant processes
supérieur du modéle avec ceux du processus de sortie is a special linear process. The identification
et d'identifier ainsi le processus de Lévy. Les logicial is written in Pascal language.

processus sphériquement invariants constituent une

classe particuliére pour cette modélisation. Le

logiciel est écrit en langage Pascal.
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I — INTRODUCTION

De nombreux phénoménes physiques peuvent
8tre modélisés par un filtre iinéaire causal de
réponse G(t-s) & une impulsion ds survenue &
1'instant s. Usuellement lorsque l'entrée du filtre
est un bruit blanc, on rajoute que ce bruit blanc
est gaussien et on détermine ainsi les moments de
tous ordres du bruit blanc et par conséquent
également de la réponse Z du filtre & ce bruit blanc
gaussien.

Ainsi pour tout tf R et pour tout nt N
(1) M(2n) = E(z(£)Z) = 2!

2™nt

rE(z(t)%) 1"

(2) M(2n+1) = 0O

Une estimation statistique des divers
moments s'effectue pour un processus stationnaire en
supposant 1'ergodicité par

- N
(3) men) ¥ & 2(t)® £, : M instants et

i1 i i
1'hypoth&se gaussienne conduisant aux relations (1)
est souvent mise en défaut.
A partir de 1la fonction caractéristique
Yue R
. ., 2 2
(4)lf(u) = E (exp iu Z(t)) = exp-% U E(Z(%)")

on calcule la seconde fonction caractéristique Vué R

(5) w(u) 2 log\f(u) =% qu(Z(t)Z)

particuliérement simple et déterminant tout aussi
bien la loi probabiliste de Z(t).

Usuellement ce n'est pas la sortie Z & un instant
qui est observée mais tout au contraire, la moyenne
en temps de Z, pondérée par une fonction (f(t);teé R)
soit

(6) <Z,f> = fZ(t) f(t)dt variable aléatoire gaus-
sienne, centrée, de seconde fonction caracté-
ristique

(7) ¥( 2,£ )= =% E(<z,£>%).

En remplagant f par uf, on voit réapparaltre la
variable auxilliaire ut R.

Avant tout

calcul d'identification des lois

probabiliste, 1'échantillon statistique dont nous
disposons, est normalisé afin que
B(<Z,£>)=0 et E(<Z,f>>)=1.
Nous allons introduire un processus L de
Lévy comme entrée. En plus de la partie gaussienne

antérieure s'ajoute un processus de saut conduisant

oY

Z(t)=S by A G(tusj) oli les instants aléatoire (si;

i¢ Z) constituent un processus ponctuel de Poisson
ef oll les variables aléatoires (Ai’ igZ) sont
de méme loi et indépendantes deux & deux et indépen-

dantes du processus ponctuel.

II - FONCTION CARACTERISTIQUE DU PROCESSUS DE
LEVY FILTRE.

Remplagons le bruit blanc gaussien
par un bruit blanc de Lévy :
Un tel processus est défini a l'aide d'une mesure
positive u surlRZ, (cf. T. Hi
Pour toute fonction g de carré intégrable vérifiant

(1)f 5 g(s)2 62 du(a,s)<e» notons
R

(2) L(g)= / g(s) dL(s) 1la variable aléatoire

. R R . PR
centrée de seconde fonction caractéristique:

(3) ¥(L(g))= f 5 (1280801 _ia g(s)) dv (a,s).
R
Le processus de Lévy comprend é&galement

une rartie gaussienne de mesure Vv !

(4) Blg)= Im g(s) dB(s) qui s'ajoute de fagon

indépendante au processus de sauts antérieur d'ol

(5) 'ru.(q)>.-.-.—1£]g2(s)dv(s)+](eiag‘s)~1-iag<s>)du(a,s)

iag(s) .
_ e —l-iag(s)
= e dA (a,s)

RxR a
oll nous avons posé

(6) da (a,s)gso(da)dv(s)+32du(a,s)

L'expérience conduit & une statistique sur

le processus Z

(7)< Z,f>=][ f G(t—s)dL(s)] f(t)dt=j< G,£>dL(s)
IR ]nw.t] R

de seconde fonction caractéristique

i >
129G, ) ia<, >

e
(8)W(Q,fﬂ=/2 5
R a

d(a,s)

En généralisant Vu,ve R £a £(t)2u & (t)+v 8
t t.(t)
1 2

il vient :

<, fr=uz () +vz(t,)

<G,f>=uG(t1-s)+vG(t2—s)

La loi temporelle du processus Z est déterminée par

(8) A partir de la mesure A. Les développements en

série, des fonctions caractéristiques précisent ce

lien : ¥p,q €N

(9) ?(u,v)zE(exp i (uZ(tl)+vZ(t2)))

o p .a
= 3§ Prau v

p,a=0 p! q!

M(an) ol
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(10) M(p,q)

E (z(t))P z(;z)q> ot

(11) ¥(u,v)

log lf(u,v)

uP 9
B § pPrauT v

p,a=0

p
(12) %(p,q)= ]IRZGul-s) at,-s

% (p,q) oll
)@ P2 a(a,s).

L'égalité ¥ (u,v)=log&f(u,v) conduit a
’ Y ELA .
L‘)(u,v)a—:J (u,v)= a—u-éu,v) et aux relations ¥r,se N

(13) % (r,s)=M(r,s)
ol

(14) D(r,s) £10,1,...,09x(0,1,...,5-1} =€ (0,0)}

qu(r s) r Ce- lM(p a)%(r-p,s-q)

Ainsi & partir des moments M(.,.), le calcul des
*®(.,.) est possible.

Théoréme II-1 : Si le noyau (r,s)x(r',s'P2(r+r',s+s')
symétrique n'est pas de type positif alors le proces-—
sus Z ne peut provenir d'un processus de Lévy par
filtrage linéaire causal.

Cc résultat est beaucoup moins rest

rictif que les

conditions (I-1) sur les processus gaussiens.

Démonstration D'aprés (12), 1les 2(.,.) sont les

f s -2
moments d'une mesure positive a “d Xa,s).IR

Ce type de résultat s'étend considérablement : Au

lieu d'un seul processus de Lévy filtre,
considérons K processus de Lévy indépendants entrées
de K filtres linéaires causaux différents. Ainsi
avec des notations évidentes

K t
(15) z(t)=l=z1 ] Gl(t—s)dLl(s)

de seconde fonction caractéristique
Face, £ -1-i<G, f>

IRZ a2

K
¥ K N=_ &
(16) ¥ Kz,£3) 15 d}\,l(a,s).

Pour chague intégrale du type (II-3), effectuons le
changement de variables :

3

(a,s) » b‘ia<Gl,f>=a JG t=s)F(t)dt.
S

1 (

Les diverses fonctions & intégrer deviennent toutes
. 5 dub ;
égales 2 e -1-iub. En regroupant les mesures images
et en tenant compte des éventuelles partieés gaus-

siennes, nous obteno s

(17) Wu<,f>= j——_—;———}u—b—dy(b)

oll Y est une mesure convenable.

Proposition II-2 :

. = ()P
Sivy (U<Z,f>)=p2=o \p' X(p)=log E (exp iu<z,f>)

la matrice

Z (2) A(3)..29(p).
% (3)

11

est symétrique

® (p)

positive dés que 1l'observation Z est la somme de

processus de Lévy, indépendants, filtrés linéai-

rement et causalement.

Démonstration

En effet x(p)= fbp‘z avb). N

A 1l'aide des moments
M(p)=E(Z,&>P) p=0,1,...,2n+2 le calcul des Z(p)

p=0,1,...,2n+2 utilise (II-13) & une dimension. La

mesure positive Yy est connu a l'aide de ses divers

moments. L'identification et 1'approximation de
dans ces conditions ont &té amplement &tudiées
(cf.N.I.Akhiezer).

Prébléme des moments :

Si 1l'on dispose de 2n moments
m(0),...

considére 1'approximation

,m(2n-1) d'une mesure positive v , on

vav § LoV 8 devant vérifier

1°p1”* n bn

m{l)= bl\)1+ ..+b vn pour 1=0,1,...,2n-1.

On considére le polyndme Pn(b) n-iéme polyndme de
degré n lors de l'orthonormalisation de Gram-Schmidt
des polyn8mes l,b,...,bn. Alors les n 2zéros de Pn
sont les divers bl""’bn' Ensuite on résoud les n

premiéres équations linéaires en \)1,\’2, e ’vn'

IIT - CAS STATIONNAIRE, Identification de la

réponse impulsionnelle
Afin de pouvoir estimer les divers moments
a l'aide d'une trajectoire observée du processus Z,
imposons 2 Z .et par conséquent a L d'&tre station-
naires. La mesure d\ (a,s) se décompose en
(1) & (a,s)=0(da) ® ds (cf. de Brucq Prop H-II-2-3).
En posant
(2) I(p,q)% I‘R G(t,-s)®  Glt,-s)%s la  formule
(II-12) fournit 1l'expression

(3) J,R ap+q"2d°(a)= 2(p,q)/I(p,q)

et la détermiantion de do reléve du probléme

des moments dés que la réponse impulsionnelle G est
déterminée.

Passons maintenant & 1'identification de

G & partir des moments du second ordre de Z. Posons

(4) ft G(t-s5)23s = fé(e )2d9_=1 d'oiy

—oo
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"0

X(1,1)

(5) r(m)& —1515—5725(5—5) = /(xtl-s)G(tZ—s)ds avec
(6) t, 2 £,~T ’

La transformée de Fourier .définit une mesure dF

positive jouant le rdle d'une mesure spectrale
o

(7). r (1) & J oIV r(v). La discrétisation du temps
est nécessaif‘eeo, pour évaluer la fonctionI. Si ATER
est la durée de discrétisation et si nous disposons
de Z(k£&T),k=0,..
d'olt nous calculons r{cf. II.13) soit
( 8) r(0), r(a?),..

ir{k aT)i<e , on introduit

.,N-1, nous évaluons M(.,.) (cf. I.3)

., T{pa T)

En supposant k(—?é
( 9) r(k AT)= [KTe—l(k AT)anr(f)df.

Approchons le filtre G par un modéle autorégressif

de coefficients 1,a;,...,a et b o’ La densité

p
specrale de puissance vaut

b AT

2
0

(10) f (£) =

2infAT
li-»-ale

2impfAT, 2
Toeovae |

D'aprés le théoréme de Shannon, cette fonction n'a a

8tre fournie que pour f multiple de Av 2 1/NAT.

A partir des covariances (»8), les é&quations de
Yule-Walker résolues par 1'algorithme de Itakura
permettent le calcul de ao,al, ‘e ,ap. Nous déduisons

la réponse fréquentielle

%0

2im)AT Av
18 +..eta

G(1a Y =

1+a e211rp1ATA\)

et la transformée de Fourier inverse conduit a la

connaissance de la réponse impulsionnelle G aux

instants & d'échantillonnage.

IV — CAS SPHERIQUEMENT INVARIANT STATIONNAIRE.

Pour le processus de sauts
= .2z 8
(1) dl(s)= 2,8 & (s)
supposons que les diverses variables Ai soient de
loi sphériquement invariante de mesure ,c (cf. B.

Picinbono)

(2) E(exp i A) =

T2
J e d x (o)
R, rte

En n'oubliant pas 1l'éventuelle partie gaussienne, il

vient :
02<G,f>2
[
(3) q)<<z,f»= Rk, " &2 s(da)+oqu(o))ds

Proposition la mesure
aZ
A 8‘555 5
(4) d Ma,s) = [¢?s(da)sf d}((o)a dalds
2z o
conduit & 1'égalité
ia<G,f> .
¥(<z,£%) =/ ° 717186 T2 x(a,s)
R® a?
Démonstration :
a2
: S = 59T
[ R ~1-ia<G,£” /| °
2 -
R az Wore d)((o)]a da ds =
aZ
. - 2
o j 1a<G,f> . . cn p> 1 2o -
}IR)OR+ d}(( ) asl |R(e 1-ia<G,f )T@—ﬂ e da]
Z<G,f>2
J d}((") ds [*9—2—~’—]
IRR e -1

Le développant en.série de u de la formule (3) en

posant f=uf fournit :

(5) 2 (2n+1)=0

(6)28(211):—%“-)——!-/ <G,1E‘>2n ds /czn"z‘d)((g)

2'n! |
R 1R+

La mesure ;( déterminant la loi sphériquement

invariante provient a nouveau de la connaissance
de ses divers moments. Remarquons cependant que des

facteurs supplémentaires

{(2n)!

SN oy Se sont rajoutés pour passer de la formule
(1I-12) % (2n)=¥2n,0) & la formule (IV -6). De plus
les moments d'ordre impair sont nuls.

Supposons que la mesure }( provienne du mélange
statistique de deux lois gaussiennes centrées
d'écart type q et 9y et de probabilités respectives

p:L et pz, alors

7 =]

(7} d]((a) Py 601(c)+p26c (o)
2

Ainsi il faut 4 équations pour déterminer les 2

probabilités Py et P, et les deux écarts types v‘l

et 022

2
( P+ p2=l(2>/f<G,f> ds=1
a? p,+olp =%(4)/1<G, > as.

(8) 4 12 ]
o} py+03p,=(6)//<G,£>"ds.

o} Py +cgp2=at(8)/f<G,f>8ds.

L
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A L

L'identification de 1la mesure A\
s'aveérerait beaucoup plus délicate.

Un logiciel en Pascal est disponible sur demande.

définie en
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