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RESUME

Les fonctions splines constituent une générali-
sation nafurelle des fonctions polynomiales. Les solu-
tions de nombreux problémes de meilleure approxima -
tion se trouvent &tre des fonctions splines (1).

La recherche d'une fonction spline d'interpola-
tion avec contraintes fonctionnelies {(Lg-spline) se ré-
duit 3 un probleme géométrique simple de projection
orthogonale, pour une métrique appropriée’ sur unes-
‘pace de dimension finie.

La condition d'unicité de la Lg-spline d'interpo -
lation est traduite en termes de condition d'observabi-
lité d'un systéme dynamique linéaire construit & partir
des données du probléme.

La recherche de la spline d'interpolation est
équivalente 3 1'estimation optimale d'unprocessus gaus-
sien 2 1'aide de variables gaussiennes (régression liné-
aire). Ces deux probleémes relevent de la mé&me techni-
que de projection dans un espace de Hilbert mais leur
correspondance parfaite (isométrie) est établie grace
3 l'existence d'un espace autoreproduisant commun (4)
Le processus Y (t) est généré directement Par un sys-
téme dynamique linéaire observable au sens précédent,

SUMMARY

Spline functions are a natural generalization of
polynomial functions. The solutions of many problems
of best approximation actually turn out to be spline
functions (1).

"~ The search of an interpolating spline with func-
tional constraints becomes a very simpie geometrical
problem with an adapted metric.

The uniqueness condition o an interpolating spline
corresponds to an observability condition for a dyna-
mic linear system built from the data of the problem.

Interpolation by Lig - spline is equivalent to
optimal estimation of a gaussian process by gaussian
variables . Both problems need projection techniques
in Hilbert space, but the perfect correspondance lies
on existence of a common reproducing kernel Hilbert
space (4). The gaussian process we want to estimate

is generated directly by a dynamit linear system which

is observable in the previous meaning.
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I, - SPLINE D'INTERPOLATION.,
On ne considéere ici que l'interpolation d'une fonc-
tion réelle sur un compact de la droite réelle,fO, TJ

par exemple,
Soit {t.‘,}“ une suite de nombres réels tels que
2 octacbuc by <T

Soit h un entier naturel inférieur ou égal 2 N.

Définition 1 (2,)

Une fonction s (t) sera appelée spline naturelle
d'ordre n sur fO, TJ, avec les noeuds {ti}ﬁ. ,ML

- s‘(t) est un polynome de degré 2n«| dans chaque
intervalle J &, tnl f La 4,..- N-)

- s(t) est un polynome de degré (n-1) dans [O,h[bt
by T

- les dérivées de s(t) de raccordent jusqu'al 'or-

dre 2n - 2 : A("—)G szszlTJ

Nous noterons SN EO,‘;.\'.. - tnTl'ensemble de ces

splines naturelles,

Remarque :

Pour N = n, SN, [oty,--.byT] se réduit 4 1'espace
des polynomes de degré (n-1 ).

Considérons 1'espace H"[O.ﬂdes fonctions réelles
définies sur [O7] telles leur dérivée (ﬂ—l) ieme est ab-
solument continue et leur dérivée nieme .de carré som,
mable.

Il est clair que

SN, Doty ta,TIC H'ea)

Sir = (f,.-~,fy ) est un point de RN, on dira que ait)
est une spline d'interpolation de r aux noeuds {t{,}:|
51 ' AU:;‘) = M cad N

L'intéré&t des splines naturelles (de préférence aux

splines polynomiales) réside dans 1'existence et l'uni-
cité d'une spline d'interpolation pour chaque r.

La spline naturelle d'interpolation peut également
&tre caractérisée par une propriété d'extrémalité,

Définition 2

La spline naturelle d'ordre n d'interpolation de r
aux noeuds- {E:._“":‘ est la solution unique du probleéme

J: @N(b))‘ét = min&r@w(t))k fe I',}
ol I,. :{#6 N {e1] / ,P-(hi.]-': r,es 4.,...,NJ
avec s(t) & Ir
Nous pouvons,a partir de cette définition,considérer

des généralisations des splines naturelles d'interpo-
lation.

L, - Spline d'interpolation
‘ Sgit L un opérateur différentiel d'ordre n non dégé-
néré: el . . .
M) Ls D™+ T 4D ot DY 24
Nous supposerons que .
¢&.(k)e | &3 O,..-l’l-l
Définition 3 (9 )

Cito, ]

Soit r = (f,.......4) un point de RN, on dira que ()
est la L. - spline interpolant r aux noeuds {t‘;}:_‘_ ssi
¢(.) est la solution unique du probléme '

syt = min{ JTLRYIE, fe T, )

avec s(.)g I,

L'existence et l'unicité de la L - spline d'interpola-
tion est assurée par une condition de Haar sur le noyau
de L.

Lg - Spline d'interpolation.

On peut remplacer les contraintes ponctuelles par
des contraintes fonctionnelles.

H“to,"l’]a une structure d'espace de Hilbert

V]Qe H"[o,T] ] ”*”th <%£>Hh= j:io(mt))ﬁt

Soit (H“EO.TJ)' le dual de H"[p,‘l‘] , et soit As {-\“ N

L]

une suite finie d'éléments de (H‘Eo.ﬂ)‘ linéairement
indépendante sur (H"l'.aaTJ)'-

Comme

he
H~C°‘TJ & C 7 le7] (injection continue) on

pourra prﬁndres_gpur A; des fonctiQPnellaJs du type

dia s’ P Zhu ), o4,
La Lespline correspond au cas ol d;z

Par analogie avec la définition 3 nous aurons

Définition 4 (4 )

Soit r = (f},..~.,fy) un point de RM . Une fonction
s(t) sera appelée Lg - spline interpolant r par rapport

2 A ssi elle satisfait la colr_lditio;‘l |
Jlawyse = o[y 3t $6 A7)}
Lg) Lew NN £ {‘F" ol /dif = rb'/l*“«"'/""}

avec s(.) & A"(rJ

L 'hypothese de l'indé?endance linéaire des {'li.},]:‘-
sur H'LO,TJ agsure que A (") est non vide.

On peut donner un théoreme d'existence et d'unici-
té de la Lg - spline,

Théoreme 1 (§)

i) Il existe toujours une solution de (Lg)
ii) s (t) est solution de (L g) ssi .
(2) JIL;(&)Lg(t)Jtao ¥ ge kel A™M(e)
iii) Lia solution de (Lg) est unique s5i

(3) Ker b N Ker A = {0}

I\"(r))

LS
Dans L [o,'rJ, Lev est la™projection orthogonale de 1'o-

rigine sur L (A™Y(r)).
II. - LIENS AVEC D'AUTRES PROBLEMES.

A) A-observabilité d'un systéme dynamique,

ou

Soit g un élément de Ker L. Il lui correspond une
représentation "interne'
x(k) = Alt)x(t) .
(s) {s(b): Cx(t) |, t eCo] ° 1
N 0 8 [}
a ‘S ¢ $(lo—0) , AB)S (:
x{6)= ( gy ! ( ) / Ao o - =Gy )
Soit £ (. %) I3 matrice fondamentale de A(t)
%: {Lh‘n)= A‘f) f(h,r.) awee ':E(-"n)" Ihxn
XY= ‘f t,o)x(a)

Nous avons 1 équlvaience n
geKerl & g(t)=c (Eo)xte) , Ytalord, Yuro)e R
Définition 5 : Le systérr,‘x'e (S) est dit A~observable si la
connaissance des ( éa))“ détermine de facon unique

1'état initial X(2).
Remarque : La propriété de A - observabilité est plus
forte que celle de la complete observabilité.
Soit M la matrice
M2 (A,c 2(:\0)
- ANC ‘£(~,°)
Pour g g ker L,

M 4 (E)s M)
. AngC)

D'apres la définition 5. le systéme (S) sera A-ob-
servable ssi la matrice M est de rang n.

Proposition 1 (§)
Les deux conditions suivantes sont équivalentes

L rangdc M=n
LC) Kl n Ker Az {O}
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On a donc, d'aprés le théoréme 1, et la propositionl

Théoreme 1 bis

Lia Lg - spline d'interpolation de r par rapport
3 A est unique ssi le systéme (S) construit & partir
de 1'opérateur L est J\ - observable.

B) Commande optimale avec contraintes fonctionnelles

Considérons le probleme entrée - sortie
LEE) = ule) |, fe Wiion), uelilonl
11 1ui correspond le systeme en variables d'état
Kik) 2 AlE) x(E) + bule)
k): C xX(y)

- (gg--)"(e)) r b (;)

Cherchons la commande qui minimise la fonc-

tionnelle de cofit T
T(u) € |, wiedet
Théoréme 2 e
La commande 2 énergie minimale qui assure 2
la sortie f(t) du systtme (S') de satisfaire les con-

traintes
de A*(r)
u*(h) s Lo‘(k) Vi t & E°|1]

ol ¢(.) est la Lg - spline interpolant r par rapport
a2 A
C) Pseudo-inverse (%)

Sous 1'hypothese (3), on peut munir l'espace
W*[oT] d'une norme | u» tenant compte explicite-
ment des données essentielles du probleme, 3 savoir
A et L, équivalente 2 la norme initiale ¥ -"H" , et
telle que la Lg -spline interpolant r par rapport 2 A
soit )= AT(r
o At désigne lafl:(;s)eudo —sn?/erse de A, c'est-a-dire
la meilleure approximation (pour 1a norme | IH‘) de 0
dans A -1(r)
1I1. - PROBLEME SIMPLE GEOMETRIQUE POUR UNE

METRIQUE COMPLIQUEE.

A) Choix de 1a métrique.

est

Sous 1'hypotheése fondamentale (3), la restriction
de A 3 Ker L est injective. A (Ker L) est donc de di-
mension n et il existe une sous famille de {)l. 5, o de
taille n, linéairement indépendante sur Ker L. é)n peut
supposer, pour simplifier 1'écriture, que cette sous-
famille est { 41"
92)

Soit {za}‘

1a base de Ker L., duale de {A"}J:'

(4) {leao'd_[...ﬂ
(5) ld 45‘ {oeem
Soit G (.,.) le noyau de Green du probleme avec
contraintes
0 {mcv 5(.-o)
) Jq‘. 5) = 1 d 2 4,
Comme H"l'.‘uTJ e KM' L @(‘Ku L)

vie o), H)= g Wity [Lata oM

(8)
Dans H"(eT) on peut mettre un nouveau produit

scalaire : I(;\d?)@ag)# J:L?Ln)ua(:)it

@) &hgwpngon ®
hn' .-n

en particulier
&2,z = b

L.a norme correspondante sera notée m N

neut = E 0 )RR

P -t
Pour un r fixé€ dans ,etsif e A (')
= (.te = C

2t Elar

(10)

(11)

Aiwnsi

WA = v Uy,

On peut donc donner une nouvelle définition (ce ne
sera pas la derniere) d'une Lg - spline d'interpolation
Définition 6.

Sous 1'hypothése (3), la Lg - spline interpolant
r par rapport 3 A , soit ¢ (.) est la solution unique

du probléme
? Welt = men i, ¥e A"(«-)}, re A (r)

B)Probleme géométrique simple

Dans H" L°("J muni du produit scalaire &; >,

soit (H"Eﬂf.] /«,») , les représentants des {,\' e

(donnés par le théoreme de Riesz) sont notés [k, }N
L),,e()» = Af‘e ¥ ‘PG wleT) Y
On montre acilement que
(12) W) s 2it) 24 m
Désignons par 'x’ l'espace vector1el de dimen-
sion N engendré par les vecteurs {h‘(. )}l" . Nous

l'appellerons 1'espace des contrai

(13) U2 (p)e HaT1/BL) }é.«, hit), wem}
Comme
Ker L = 18"'
Nous avons la décomposition orthogonale
(12)  w'eTla Ku A © ¥
Définition 7. - La Lg spline d'interpolation de r par
rapport 3 A ., soit ¢(.), est la projection orthogonale

d'un é1ément uelconque de A -1(r) sur 1'espace des

contraintes / l'"" IN.t(,)

C) Calcul explicite de la Lg - spline d'interpolation (8)

D'apres la définition 7 , ¢ (. ) est de 12 forme
o()= §m ()

Soit H la matrice de Gram des vecteurs {h }

H=(« ki, hy» Ggat-N ® (I_“ ’)

LAIETS

Alors %
(15) )= W H ',
o NARINES n
h()d = f: / ra= (:
W) W A
Remarque ha
-8in=N, alors }[: I.\“‘
et b) = 2 rixf) vt e(0Td

- lorsque N » n, par le procédé de Schmidt, on
peut construire une base orthonormée de
50it (24,.--2n,h'negs-- = W'n). La matricede Gram
de cette nouvelle base est alors I, .., . Le pro-
cédé d'orthonormalisation de Schmidt étant par
nature récuresif, on peut ainsi construire la
Lg - spline d'1nterpolat1on de (fge==s+ooy e Jpar
rapport 3 {4\‘)"‘ directement 3 partir de
la Lf splme mterpolant (r,,..__-,"N) par rapport

2 {84
D) Calcul exphcite de la commande optimale du proble-
mell, B
On montre que L(’u)@ L('Kul\ H [OJJ) alToT)
(16) Usa)|  JHA ("’)
I“.

U VA GCrimer. o}
1 1
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La méme méthode géométrique que la précé-
dente permet de ca’l‘culer explicitement u® en fonction
de G (.,..) et (WAL, ($).

E) Espace autoreproduisant (6)
Définition 8

Une fonction K(t,%) de C".T]t dans IR est appe-
1ée noyau reproduisant de (H"[_O,TJI« ; ) ssi

i) K(_.,t') € H*[o)7] ! ¥te [o1]
(17) i) « k(- k), () = $(k) , ¥fe W [o]

La propriété ii) indique que K(.,t) est le repré-
sentant dans (H“[O;TJ,«, % ) de la mesure de dirac
On dit alors que (H'[oT], &%, » ) est autoreproduisant

I1 faut remarquer que le noyau reproduisant, s'il
existe dépend du produit scalaire choisi.

Proposition {§)

(H"[e.T] ;% ;») admet pour noyau reproduisant
(18) K(k2)= g, 24tE)5(E) s LR(Eu)§(s,u)du
la famille {K (k) t @ [oiT]) enqendre  H (o]

wpon) « BC3/) = THRLE) weR, hat™
ol 1a notation u désigne 1a fermeture de A pour la
normel] j

Lien entre noyau reproduisant et spline d'interpolation

La  connaissance du noyau reproduisant permet
le calcul direct de la spline d'interpolation

a) L - Spline d'interpolation.
Ad' = Skd. ! J.-.. 4,...,”

Ainsi
(19)
20)

K(.,t.‘): el"(_-) ) J’AI"‘,N
50 L et ), )
b) Lg - spline d'inter‘polati()n d
Apk(eyn) s hyte)
o (N {4 ko)),

IV, - PROBLEME STOCHASTIQUE EQUIVALENT

(21)
(22)

A) Espace gaussien et espace autoreproduisant

On sait construire un espace de probabilité
(f,a,P ) et un processus gaussien centré Y(t) admet-
tant pour covariance le noyau K {t, ). (6‘)

(23) E(Y) = ©
(24) EVOYE)= <OV o 0 p ) kikz)
A Y(t) correspond 1'espace gaussien
GlY)= {z e (2,0, P)f2= Tt B, nan) AL
On sait construire un espace autoreproduisant
partir d'un espace gaussien, (6)
A toute variable 21éatoire Z appartenant 2 G(y)
faisons correspondre la fonction f (.} appartenant &
IRC°'U parl'application linéaire
(26) U: Z p——>» .g(_) ™ EEZY(,-)J: (UZX'.)
On note & (U) l'image de G(Y¥) par U.
L'application U de G (y) sur R (U) est un isomor-
phisme

U-IK(.H"') = YU’)

27
Si on munit R(U) du produit scalaire
-1 -1
(28) <4,%>a(u) =(u gl u Q’?LQ.(.A‘Q‘ P)

alors R (U) devient un espace de Hilbert isométrique
2 G (Y), admettant K (t,%) comme noyau reprodui-
sant. En effet, sif(.) =(UZ)(+),

<), KbEDg ) 8 <Z 000 9= 204 < 18)

Les espaces de Hilbert (H'[o7] , « ,>» ) et
(R(U)Y, ¢ ,>‘(u)) sont tous deux engendrés par
{K(t,‘a),t'é C"T'J}' ek fermés 1'un pour la métrique
& 1 p s llautre pour ¢ , >a) ¢

Comme

(29) «k(,t), Kie)»= k(-I7"¢’) =<K("b)y KC‘:")?Q(_n)
les deux espaces sont ler mé&mes,

Proporition

(30) (WMo, & , %)= (RWW), <, >gy))

B} Equivalence entre interpolation par L g-spline et

estimation,

Le probléme de minimisation qui nous avait servi 3
définir la Lg ~ epline dans (H"[07], « , ») se trans-
pose dans l'espace gaucseien G(Y) par 1'isométrie inver-
se U-L,

Rappelons que
@7) U™kl ,B)= YIE).

Soit

(28) U (b)) = &
Les variables aléatoires Zé sont gaussiennes et
centrées, Elles engendrent un sous espace vectoriel

de G(Y) de dimension N, soit & .

(29) z ¢ .{ae GM)/ Z 2 }E' v &}
Au sous espace affine A™'(r) dhns H*[o,1) correspond
le sous espace affine :fans G(Y) tel que .
¥yel(r) <, Y>1aap)" Elar)=1y detN
A la Lg-spline d'interpolation de r par rapport 3 A
correspond la variable aléatoire gaussienne ?E telle
que

13‘=l"' N

F=broisa ¥ ¥ ¥er
= EEr/zh-'-:zN]

Nous avons donc la correspondance

e} () e /8\:‘(')
f
¥ou ’
4

o |
D'apres lg¢ propriété d'autoreproduction dans
ek = « TL), K E)>»
D'apres 1'isométrie U=
T
ﬂk) L X4 XI,\ >L‘(-‘L'a|P)
=<y, \4‘-".)7L'-L_n_'q‘p) .

Fe)

Y= EE{(&)/.B,...’E,,]: regression linéaire de
M(t) par rapport 3 &..%y

On trouve

2,
-1 -~ .
(30) s(t)= B2 v E] r o2 z’(é..)
On vérifie facilement que c'est la mé&me formule que
(15).

C) Génération du processus gaussien Y (t) et des va-
riables aléatoires {Zd‘ };‘__“

Jusqu'a présent nous n'avons fait que montrer la
similitude parfaite entre un probleme (déterministe)
d'interpolation par Lg - spline et un probleéme (stochas-
tique) simple d'estimation. au sens des moindres carrés.
Cette équivalence, interessante en soi-m&me, n'appor-
te pas encore de facilités de calcul de la L g - spline.

En effet pour l'instant le processus gaussien centré
Y (t) est construit 2 partir de sa covariance K'(t,%)(18),

2 P

—eeane e

H"[oT]
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noyau lui mé&me construit 3 partir d'un noyau de Green
G(t,3) (6 -7)‘“correspond A 1'opérateur différentiel L et
. . AN :

aux fonctionnelles de contrainte {t\,}‘a . On sait
que le calcul explicite d'un noyau de Green n'est pas
chose aisée. Les variables aléatoires {2‘}“‘ ser -
vant & estimer Y (t) sont elles-m&mes construites &
partir des représentants {h‘ )_} ~ , dans
(He), <, » ), des contramtes ‘\j}‘:’.

Rappelons que le noyau de Green G(t, &) est so-
lution de

(6)

{ch-m) = §(-2)
]

: Aiq(_-,u) s

Bien que G (., &) ne soit pas un élément de
H"[*ﬂj , on peut montrer que, formellement,

(31) «G(b;:), G(s;) = §(t-2)

Formellement aussi, mais cela peut se justifier
3 l'aide des distributions aléatoires, si v (t) est un
bruit blanc

ja ‘,---,h

(32) <V, V=220 0,9y ® 5(t-)
Comme
. LKGt) = G(«F)
: Uiz LK)
On en déqduit
(23) AME) = (b

Y (t) est obtenu par passage d'un bruit blanc gaussien
A travers un filtre linéaire non stationnaire. Ce filtre
est le m&me que celui qui correspond au systeme (S')
X(t)» A(E) X(E) + bv(¥)

i) = Cx(¥)

y(e)
)

Les variables aléatoires qui servent A estimer
Y (t) sont données par

Il reste 4 déterminer la condition initiale ¥ (o)

du systtme ($"). La condition de A - observabilité
du systeme (S") permet d'y remonter,

Reimarque :

S"

o X(b)= E[v(e)v(:)J = S(b-'&)

!

On sait que les n premiéres composantes du vec-
teur aléatoire Z sont orthonormées (donc indépendantes
car gaussiennes) . De mé&me que dans l'approche déter-
ministe on pouvait construire une base orthonormée
dans l'espace des contraintes , de mé&me dans l'ap-
proche stochastique on peut extraire les 1nnovat1ons de

la suite des variables aléatoires {2‘.}:‘, soit {Z}‘“
,_:r.z LI( -

2 Z E{(2;/ 24~ F gl d=pet N
La matrice de covarxance dez est alors dxagonale
D) Deux problemes de détection équivalents,
Soit rRy(r, “.._..-:,)lh.u, deux points de RN, Soit
h") la spline d'interpolation de ¢°t par rapport 34\,

D'apres la formule (1 5)
"u(k) «*Th(t) a I_‘.ol hi(e) | Rat,2

-
LI FH ek
On a donc

KOp Oy 2

(34)

-

ou

3'_‘::‘ 2";"-:,.‘«,"4&,‘\.'»
-l(ﬂ(')TJ‘r '("
a(r) I H I ot

Daus ¥ ¢ H‘[*’ITJ

) AR

(35) K6

Si on mumt l'espage R du produit scalaire
(36)  «r' etz @ (P)3C v

et de la norme correspondante
(37) e llyen 2 T

1'application qu1 i r fait correspondre la Lg -
d'interpolation @,(.) devient une isométrie de R

HECH = || ligen
Considérons maintenant les deux problemes
de détection suivants

Elme

(38)

D {Hn : B(k) = 0. (8)+ 1lE)
" LHe : B(k)s Vi)
D Hl‘, H 's = P 4ew
ol o %= w

6,.(;) est 1a Lg-spline d'interpolation de ¢ par
rapport A .
Y (t) est un processus gaussien centré de cova-
riance K (&, % ),

- W est un N-vecteur aléatoire gaussien centré
de matrice de covariance

Calculons les rapports de vraisemblance dans les
deux cas

(39)  RV() a é_?‘(j)a. oxp {&Te(-), FC)p- L1 Itj

(40)  RV'(¥)= &h’)' {<f.5>x..-1.|-ll,-,;-‘}
Comme

(38) l!ﬂ-(.')ll = |l '“3.;"‘

€Ces deux problemes D et D' ont mé&me détectabi-
lité et m&me probabilité d'erreur.
L) & r(rpadiee))

information.

contiennent la méme

Conclusions

Trois problemes

- le premier d'analyse numérique,

- le sebnd de contréle optimal,

- le troisiéme d'estimation

sont intimement liés,

Le dernier probléeme admet une solution simple,
donc le passage du troisieme au premier n'offre pas
d'intérét dans la pratique. En revanche le passage pre-
mier au troisieme, ou du second au troisieme via le.
premier peut présenter des avantages,

La connaissance du noyau reproduisant dans le
premier (ou le second) probléme enléeve tout intérét
3 un recours au troisieéme.
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