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S
RESUME SUMMARY

La présente communication traite de 1'application The present paper deals with the application of

de la quantification & référence stochastique au con- Random Reference Quantizatien to the control of
limit cycle oscillations in digital recursive

trole des cycles limites en filtrage numérique récur-

sif. filtering.

La premiére partie est consacrée a un rappel de quel-

ques notions sur la quantification aléatoire et la The first section is devoted to a brief review of
guantification & référence stochastique. Random Quantization and Random Reference Quantiza-

tion (RRQ) principles.
L'opération d'arrondi aléatoire est ensuite abordée

dans la deuxiéme partie, et la variance du bruit The Random Rounding operation is dealt with in the
introduite par ce type d’arrondi est calculée. second section and the mathematical expression of

. the variance of the noise introduced by this type
Dans la troisiéme partie, nous présentons les résul- of rounding is given.

tats obtenus d'une simulation sur microcalculateur, s

du contrdle des ecycles limites pour une section du In the last section experimental results are presen-
2% ordre d'un filtre numérique utilisant la guanti- ted based on the simulation on a microcomputer of
fication & référence stochastigue. limit cycles for a 2° order recursive section with

RRQ. These results are shown tooe in good agreement
with the theoretical expressions.
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1 - INTRODUCTION

Les cycles limites sont de petites oscillations pério-
diques qui peuvent apparailtre & la sortie d'un filtre
numérique récursif. Ce phénoméne est 1ié & la quanti-
fication des produits de la partie récursive du Filtrq

pour une entrée constante ou petite [24], [21]

Il s'agit 1& d'un effet bien connu dans les systémes

non linéaires houclés.

Les cycles limites sont particuligrement gdnants dans
un milieu de communication,ol le comportement du fil-
tre au repas peut conduire & des cycles limites indé-
sirables , feur ampliiude devient un facteur détermi-
nant de lalqualité du filtre et affecte, de ce fait,
la longueur de mot utilisée et la complexité du fil-
tre. C’est pourquoi'différentes caractéristigues de
ces oscillations ont €té étudiées classification
[8] , [231 ., [2681 , amplitude [16] , [26]1 , [27]1 ,

[25) , [7] , longueur [191 , etc...

Et, 'vu 1'intérét de 1'élimination des cycles limites,
différentes appfoches de contrdle ont &té développées
[el, (101 , [151, [181 ., [12]1, [11}, [131, [201,
(22} , {41, [31, [29] . [30] . [14], [1].

Une nouvelle approche, plus générale, est proposée
ici. Cette méthode est basée sur 1'application du
principe de la guantification & référence stochastique
(Q-R.S.) aux opérations d’arrondi aprés les multi-
plications du filtre. L’arrondi déterministe des pro-
duits est remplacé par un arrondi aléatoire qui intro-
duit un bruit, meis "linéarise” cette opération (au
sens des valeurs moyennes) supprimant ainsi la cause

des cycles limites.

Notre étude porte sur des filtres implantés en arith-
métique virgule fixe bien qu'il existe, mais de facgon
moins importante, des cycles limites en arithmétique

virgule flottante [17] .

2 - RAPPELS SUR LA QUANTIFICATION ALEATOIRE (Q.A.)

On peut définir une opération de quantification comme
suit : solt X un processus d’entrée (stochastique ou

déterministe) et XQ sa version quantifiée telle gue

XQ = oy

ot {ak} est la suite croissante des niveaux de sortie

lorsque bk <X < bk+1

et {bk} la suite croissante des points de transition.

Cette définition a &té généralisée [6] , [5] , en in-
troduisant & la place des points de transition déter-
ministes {bk}’ des points de tramsition gui sont des

variables aléatoires (v.a.) {BK}' Si la variable d'en-

trée X et les {BK} sont statistiquement indépendants

et si la caractéristique de transfert du quantifica-
teur conserve sa monotonie. alors ce de mode de quarn-

tification est appelé Quantification Aléatoire (Q.A).

Il a été démontré dans [6] qu’'il existe, dans le cas

de Q.A., une relation entre les moments du signal

d’entrée et ceux du signal de sortie XO telle que :
m
e (") - 3, 00)
N m , i
od E (XQ ] est le moment d'ordre m de XQ

et Am(x) une fonction complétement déterminée par

1’ensemble des fonctions de répartition {Fkix)}

La Q.A. transforme donc le moment d'ordre m suivant
A (x).
m

Si on se limite & la transformation du moment d’ordre

1, 11 vient :
E(X@) = E(x,00) (1

Ici A1[x] décrit 1'effet d'une [.A. sur la valeur

moyenne de la variable d’entrée.

Un cas particulier de la §.A. est la Quantification &
Référence Stochastigue (R.R.S.). Soit maintenant un
ket Bt B
les points de transition "vibrent” toujours aléatoire-

quantificateur, & pas constant A avec B

ment mais les seuils de décision restent équidistants
ce type de quantificateur est appeléd quantificateur &
R.S. car seule l'origine de la caractéristique de

transfert du quantificateur est aléatoire.

La figure 1 présente les schémas de principe d’un Q.A.

et d'un Q.R.S.

G.A.

« QUANTTFICATEUR
PECATEEES— S
ALEATOTRE v

Figure 1
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Dans le cas de la Q.R.S., A correspond & l'origine
aléatoire du guantificateur et est appelée Source Auxi-
liaire (S.A.) La source & distribution uniforme (U.D.)
sur un pas de guantification est la plus intéressante
4 divers points de vue [6] (en particulier au niveau
de la variance minimale). Dans ce cas A1(x] est une

fonction lingéaire.

Dans la pratique, la S.A. peut etre discréte et équi-

répartie sur (0,2k—1] (nombres aléatoires & k bits).

Dans ce cas, la relation 1 n'est plus lindaire en toute
rigueur : A1(x) est une fonction en escalier de pas

-k . s . .
2 . 81 X_ est quantifié sur 2n niveaux (n bits), on

Q
obtient :

E (xD) = E (Q[mk](x])
ol Q[m](X] est 1'opération de quantification & 2" ni-
veaux avec m = n+k bits. La performance moyenne (i.e.
le biais du guantificateur) est 1iée & n+k. La figure
2 illustre cette opération.
X €x

[498 ) Y
I )\); QL)&}, A, XK

[ 1

A

s,
E .

n : nombre de bits de XD

k : nombre de bits de la S.A.

Figure 2

3 - L'ARRONDI ALEATOIRE

L'opération d’arrondi est nécessaire si 1'on veut con-

server une structure constante & un type d'opérateur.
Puisque 1l'opération d'arrondi est une re-quantification
des résultats, il est possible de linéariser cette

opération dans sa moyenne en appliquant la 0.R.S.

Le pas de cette gquantification sera de A= 27" n <m)
si m est le nombre de bits de chacune des v.a. avant la
quantification et n leur nombre de bits aprés la guan-

tification. Si X, est la v.a. X aprés B.R.S. en n bits,

Q

on démontre que :
e () = £ ()
Var-(XQ) = \Var (XQ] +

(2~-a)

A2 _
5 (2-b)

si A est suffisamment petit, avec dans tous les cas

2
Var (x) < Var (x) < Var (x] & (2-c)

La relatien (2-b) découle de la relation:

var(Xg) = Var(x} + A_i" - E{{]x]mod A}z]
2

et de SHEPPARD [28]

£ []xQ—xP} = ﬁ;

L'équation (2-b) est une approximation dont la validi-
té reste liée 3 la tendance vers la loi uniforme des
v.a. de type "modulo”. Si cette tendance n'’est pas
vérifiée (2-b) peut s’avérer une mauvaise approxima-
tion. La valeur maximale de la variance est donnée
par (2-c}, gqui peut servir de base & un calcul de
"pire-cas”.

L*implantation de 1'arrondi stochastique est particu-
ligrement simple en technologie digitale. La figure 3
donne le principe appliqué é:un mot den+p bits réduit
& n bits [6] . Elle se résume & un arrondi détermi-

niste appliqué aprés addition d'un nombre aléatoire

de p bits. '-((.k) (’T**P 5”’5)
Yo - ~
X«na?v.l 1 Xp ¢ Xp-t : 110
! ¢ Qpa
f- - — R
'ol ";3 01 :':—" "‘—,‘_E;'}A
vy " 3 (F

Additionneur Binaire

Figure 3

[} 1 12

e 1]
\ .
JEam i Tj°
Si la source aléatoire utilisée est "blanche” (i.e. &
échantillons indépendants}, chaque arrondi stochasti-
gue est équivalent & un générateur de bruit blanc dis-
cret, dont la moyvenne est nulle et la variance évaluée
par 2-b} ou majorée & 1’aide de 2-cl.

L'injection de ce bruit & tous les points d’arrondi va
produire & la sortie du filtre une perturbation de
type "bruit filtré”, dont le schéma éauivalent-a été
donné par [2] . On peut ainsi calculer la variance en

sortie du filtre, de méme que sa densité spectrale de

puissance.
-1
Ky ] ¢tz
H {z) = - -
D (z 1) {2 Y(z 1]

[t i

: white noise UD :

bo2 82— 170 -

7 ]
o f | Figure &
B T Uy U UGS S G U U U P U )
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4 - SUPPRESSION BES CYCLES LIMITES

I1 existe différentes fagons de contrdler ou d'élimi-
ner des cycles limites [8] , [10] . Parmi celles-ci,
on retrouve 1’application dé la troncature aux opéra-
tions de quantification [18]1 , [12] , [11] , [13]

Un autre principe consiste & utiliser de fagon aléa-
toire la troncature ou 1'arrondi [20] On retrouve
aussi dans [4] une méthode qui se rapproche de la

guantification aléatoire sur 1 bit.

I1 existe aussi des techniques de quantification con-
trdlée en fonction des états du filtre [3] , [22] et
enfin 1'introduction de quantificateurs & mémoire [1]
permet 1'€limination presque totale des cycles limi-

tes.

Ces différentes technigues ont principalement été
étudiées pour des sections récursives du 2° ordre.
Nous proposons ici une &tude, par simulation sur
micro-ordinateur d’une section récursive du 2° ordre.
La figure 5 présente ce filtre de méme que 1’'emplace-
ment des opérations d’arrondis aléatoires (Q.A.)
effectuées pour une implantation en arithmétique vir-
gule fixe et pour une représentation des nombres en
"signe et amplitude”.
x(nJ y(n)
>
R, >
}k Z1 :

2]

r
-1
2

g

Z

QA : guantification aléatoire
Figure 5
Si un nombre & m bits aprés la virgule doit Btre ar-

rondi de fagon aléatoire & n bits aprés la virgule,

1'opération est réalisée de la fagon suivante :

SXX oo o XX o XX XXX m=5 bits
+ X X X k =m-nn =3 bits
SXX oo o XX . XXXXX le nombre est trongué

SXX . .. XX . XX tel gue n = 2 bits

Le programme de simulation consiste & appliquer 3
vl’entrée du filtre un niveau continu constant et 3
mesurer la moyenne et la variance du bruit en sortie.
Les conditions initiales sont telles que le filtre se
trouve dans un état appartenant au plus grand cycle
limite du filtre utilisant 1'arrondi déterministe des

produits.

La moyenne et la variance du signal en sortie sont

alors calculées sur des moyennes d'ensemble.

Nous présentons sur les figures 5 et 6 les résultats
obtenus pour deux simulations de filtre. Sur ces figu-
res, l’ordonnée représente 1'amplitude de la mesure
normalisée par rapport au pas de gquantification utili-
s€ ; l'abscisse représente 1’évolution temporelle du

phénoméne.

Le filtre des figures § et 7 a été choisi parmi ceux

étudiés dans [22] . La figure B-a) représente la sor-

tie idéale (i.e. sans quantification des produits) du

filtre & entrée nulle et pour les conditions initiales
-1 -1
Z1 =9, 22

cycle limite obtenu (cycle limite continu) dans le cas

= 8. Sur la figure B-b) oﬁ retrouve le

d'un arrondi des produits. Enfin la figure 6-c) illus-
tre le résultat de la mesure de la moyenne et de la
variance du bruit en sortie du filtre pour un arrondi
aléatoire des produits. La moyenne du bruit correspond
& la réponse du filtre sans arrondi (fig. 6-al), alors
gue la variance, apres avoir atteint un niveau maximum,
diminue lentement puisgue la probabilité d’atteindre
un état permanent (D1 = 0, D2 = 0) augmente en fonc-

tion du temps.

La figure 7 présente le résultat obtenu pour le méme

filtre, mais pour un signal d'entrée d'amplitude A

(entrée = 1) et des conditions initiales 21'1 =4,
-1

22 = 4,

dvima
10

8 = -1.84375
b = 40.8375

10 -4
A) SANS ARRONOI
gy ,

10 cycle limite continu (9,9,...)

5 —
] n.
T L 1 T
25 50 75 100

-5
=10 4

8) AVEC ARRONDI (RO)

Figure 6 -a) et b)
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2
°x
a = -1,84375
b= 0.9375 2
conditions 1-1 - g
initiales: :-2 -9 12
2 entrde : O
B0,
1000 2000 "
4 / i
N NN - . )
\/ \VAR SR 150 200 5do 1900 2560
-4 4
-8
4
Figure 6 c)
18 } vind | vin)
a = -1,04378 16
b = 40,9375
entrée : 1 -
12 ] » ﬁ 2 cyols Limtte continu (4.4,4,...)
10.86- f\\- A N 00BE e co e et e em e a e es e e s emese s iman e s m ssemmtme e e ere m oo
L 84
4 a
0 Y . n 0 n
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* 50 75 100 % 50 75 100
Figure.7 a) Figure 7 b)
w02
3z
28
244
a = -1.84375
b= 0.9375
20 conditions 2z ' = 4
initiales: x-z -4
antrés : 1
164
v,
12 X
10.6 V/\VAV Ot S
e.. v
4.4 Figure 3.21
o 00 130 200 250 n

Figure 7c)
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On constate encore une fois que la moyenne du bruit
en sortie correspond bien & la valeur du signal du
filtre sans arrondi. Aucun état absorbant n'appa-
rait dans le cas d'une entrée non nulle, et la varian-

ce reste & peu prés constante en fonction du temps.

Le tableau 1 nous permet de comparer les mesures de

variances théoriques et pratigues.

Les valeurs théorigues sont calculées 3 1'aide du

schéma équivalent de la figure 4

a = - 1.84375 3 b = + 0.9375
Var. théor. | Var. théorique
Amplitude maximale 2 .2 Variance
: avec o_° Ayg
de o 2= A2/4 e .
1l'entrée e {cf. eg.2-b) mesuree
(cf. eq. 4}
0 43.73 28.15 30.28
(maximum)
___________ e ]
1 43.73 29.15 29.186
{moyenne)

Tableau 1

On remargue sur le tableau 1 que la variance mesurse
est du mémg ordre de grandeur gue celle calculée avec
082 ~ —%~ . Des résultats similaires ont été obte-
nus pour des mesures faites sur les filtres traités

en [22} (cf. [32] ).

5 - CONCLUSION
Les simulations rapportées au § précédent et en [22]
permettent de conclure gue 1’approche théorique de la

V.R.S. s'appligue parfaitement au filtrage numérique.

On peut résumer ainsi les principaux apports dans le

domaine du filtrage digital de 1l'arrondi stochastique :

les cycles

llmltes sont "remplacés” par un bruit blanc discret,
sensiblement gaussien, dont la variance est connue.
L'écart-type de ce bruit est en général nettement
inférieur & 1'amplitude du cycle limite qu’il rem-
place.

Pour une entrée nulle, il existe un "état absorbant”
qui assure qu'’asymtotiquement le filtre se stabilise

avec probabilité 1.

la perturbation ramenée en sor-

tie par 1'arrandi stochastigue peut Btre fendue aussi
faible qu’on le veut par 1l'implantation, entre deux
périodes d'échantillonnage, d'un estimateur conver-
gent de moyenne. Si par exemple chaque calcul de

1'éguation de filtrage est répété M fois, la variance

peut &tre diminuée comme 1/M. On peut montrer gue
la "performance"” du filtre représentée comme le rap-

port Signal/bruit en sortie varie comme "Jﬁ"‘ [32]
M2
(o0 n est la longueur de mot (en bits) utilisée dans

le calcull.

En conséquence, la longueur de mot n'est plus:-imposée.
Nous avons d'ailleurs montré en [31] gu’a ls limite,
un filtre digital peut &tre implanté avec des mots de

1 a3 2 bits.

La Quantification & Référence Stochastigue appliquée

au filtrage digital semble ainsi &tre un principe trés
intéressant pour de larges classes d'applications ol

la longueur de mot est un paramétre matériel important:
filtres & base de microprocesseurs & mots courts, fil-
tres digitaux rapides (cé&blés ou a microprocesseurs en
tranches), structures c8blées spécialisées (calcula-

teurs stochastiques)...
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