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RESUME

Dans ce travail nous nous sommes intéressé&s
au probléme de l1'€limination de bruits per-
signal S(t)

al&éatoire, au moyen d'un dispositif non bou-

turbant additivement un

clé : le corré&lo-filtre.

Nous présentons les ré&sultats qui tradui-

sent son comportement et ses qualités dans
le cas ol le bruit 3 &liminer est aléatoire,
stationnaire au second ordre et dans celui

ol il se compose de signaux p&riodiques.

Nous analysons les erreurs d'estimation en
fonction des divers paramdtres et comparons

les ré&sultats obtenus.

SUMMARY

This paper concerns the problem of cancel-
ling noise which disturbes additively a ran-
dom signal S(t), with a device which

contains no loop : the "Correlo-Filter".

We present the results which explains its
behaviour and its performances when the
disturbing-noise is a stationnary random
process and when this-one is constituted of

several rays.

We analyse the errors of the estimation ver-
sus all the parameters and we compare the

results.
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I - INTRODUCTION

L'estimateur en moyenne quadratique d'un si-
gnal perturb& additivement par un bruit en
connaissant la ré&férence "bruit seul", peut
avoir deux structures différentes :
~la premi8re consiste en un syst&me bouclé
[1]

-la seconde en un syst&me non bouclé&é : le

corrélofiltre [2], (figure 1)
Sit) O Z(H)=S{t) + b(t)
- . T
2(t)
F Corrélateur 1
§ f bit)

Convolueur

X{t)

FIG 1: SCHEMA SYNOPTIQUE DU CORRELOFILTRE

La premidre mé&thode qui dé&coule de
l'algorithme de Widrow [3] a fait l'objet de
nombreuses &tudes. Dans notre travail nous
avons abord& la seconde voie sous deux as-
pects différents :

~la référence "bruit seul" est compos&e uni-

quement de raies pures [4],

-la r&férence "bruit seul" est un bruit &

fond continu [5].

Cette division trouve ses origines dans la
structure du corrélofiltre qui comporte deux
parties distinctes:

—-un blanchisseur du bruit de réf&rence dans
le cas ol ce bruit est & fond continu, un
&galiseur de raies dans l'autre cas

-un ensemble corrélofiltre proprement dit,
lui-méme composé :

* d'un corrélateur qui estime la transfor-
mation du bruit de r&férence X(t),

* d'un convolueur calculant l'estimée du

bruit perturbateur b(t), soit & partir du

bruit blanchi, soit 3 partir des raies

&galisées.

La r&alisation pratique d'un syst&me tra-
vaillant en temps réel, capable simultané&-
ment d'égaliser les raies et de blanchir le
bruit 8 fond continu parafit d4'un abord
difficile. Aussi peut-on envisager,
lorsque la "ré&férence bruit seul” se compose
d'un bruit & fond continu et d'un bruit de
raies, de mettre en cascade deux corrélo-
filtres, chacun adapt& & 1'un des types de
bruit. Il est vraisemblable que pour cette
structure les erreurs d'estimation soient
plus importantes que pour un traitement
global. Nous &€tudierons ci-dessous le com-
portement et la précision des deux systé&mes
en présence de signal.

II - PRESENTATION

2-1 Bruit & fond continu :

L'&tude se limite aux deux sous-ensembles
corr&lateur et convolueur ; le problé&me spé-
cifique du blanchisseur n'est pas abordé.

Les hypoth&ses du calcul de la variance de
l'erreur en sortie du corré&lofiltre sont les
suivantes
-le bruit source X{t) est un bruit blanc
gaussien de densité spectrale de puissanceNea

-le bruit perturbateur b(t) est une filtrée
F[.] de X(t) ; S(t) est le signal & estimer,
indépendant de X(t) donc de b(t) ;

~-la fonction d'intercorrélation

[ (k) entre X(t) et Z(t)=b(t)+5(t) est
estim&e sur,une durée T,

-1'estimé&e b(t) du bruit filtr& b(t). est
calculée pendant tout l'intervalle de temps
de méme durée T qui suit immé&diatement celui
de l'estimation de la fonction d'intercor-
rélation correspondant ;

~la mémoire du filtre ou de la transforma-
tion F de réponse impulsionnelle h(t) est
supposé&e faible devant le temps T d'estima-
tion de l'intercorrélation.

Cette estimation est &gale 3 :

T
Faaz4 [X® {blera + S koot db (D
On en d&duit le bruit estimé& :

a T4
b(t) = .jo oo X (b-x) dx (2)

ol Ty est le support temporel de la réponse
impulsionnelle du convolueur. L'erreur en
sortie du corrélofiltre est d&finie par

€(t)= b(e)-Bw (3)

Sous l'hypoth&se ol le bruit source est
normé (No = 1v2s) la puissance de cette er-
reur est :

o0 O
R= E{e’(o)}:]&’(x)dx + 3 f&‘max + 250X 4)
T‘ T [o] T

ol rg (o) est le niveau du signal.

Deg trois termes composant Bg le premier
représente l'erreur de biais. Cette
fonction, en pratique, devient rapidement
décroissante avec T1. Le second est la pre-
midre erreur d'estimation du bruit : ce ter-
me d'erreur croft linfairement avec T; selon
une pente li&e 3 la forme de la ré&ponse im-
pulsionnelle h(t) et inversement proportion-
nel 3 la durée T d'estimation. Le troisi&me
terme représente la deuxi®me erreur
d'estimation du bruit perturbateur ; direc-
tement proportionnel 3 la puissance du
signal, il est reli& aux paramé&tres du cor-
rélofiltre par le rapport T;/T.

Nous avons envisagé un défaut de normalisa-
tion en donnant 3 No une valeur quelconque
et nous cherchons 3 v remédier en introdui-
sant un gain K variable sur la voie signal.
La puissance de l'erreur prend alors la va-
Jeur :

T4
R = K*No ):hz(h)dk -KNosz NOSE
2 ™ 2 S )
+No (No-K)./O R(O)dN + % No {NoJR’(X)d)«rE(OSi
)

En sortie du corrélofiltre, nous obtenons un
signal f(t)=§g(t)+KS(t), dont la puissance
moyenne, sous les hypoth&ses faites, est

F% B F% +'Kzr}00) ,

Le probléme consiste & minimiser Pg en
jouant sur K, alors que seule N(t) est
accessible. Appelons K la valeur de K qui
minimise B ; %}le s'é€crit :

- ot RO ax

K= No-—{%Ts?;;;x—~

A (6)
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et appelons ? la valeur de K qui minimise I’ :
2 1“1
= _ _ N3 L ROva
T Ne [PR(OVAN +B0
[ 3

(7)

La puissance du bruit perturbateur 3
1'entrée du soustracteur é&tant

Nz/‘nﬂ(k)dk ¥ s'exprime aussi

o

ﬁ:\? %.. ol f:—%& (8)
+r N,o

est le rapport signal & bruit avant
traitement.

Nous présgntons sur les figures 2 et 3, pour
K=K et K=R respectivement 1'&volution de Pg
rapportée 3 la puissance Pgp du bruit pertur-

bateur [ R =K’Nn%‘°h‘0‘)dl]

le filtre F &tant un filtre du premier ordre.

| PesPE T= 10
3 4
RO= 1
i RO= 0.5
. RO= 0.1
C \*EEEEEEEEEEEEEEEEEEE;;EEEE
f T T T T —— -~
0 12 3 4 5 T
FIG 2:K=K;BRUIT CONTINU
| PesPE T= 10
3 P
2 u
/1 4
0 1 2 3 4 5 ™

FIG 3:K=K:BRUIT CONTINU

2-2 Cas du bruit compos& de signaux
périodiques

Nous avons préc&demment &tudié [4] l'erreur
d'estimation dans le cas ol le signal S(t)
est nul.

Les pré&sents calculs tiennent compte de
1'influence du signal, qui introduit des er-
reurs d'estimation supplémentaires.

Nous avons montré& (4], gue pour des temps T
et T} suffisamment grands les erreurs
d'estimation des diverses sinusoides compo-
sant b(t) &taient ind&pendantes. Le filtre
générateur n'est pas reconstruit mais le
calcul de la fonction d'intercorré&lation en-
tre Z(t)=b(t)+S(t) et la réf&rence bruit
seul X(t) est alors €gale 3 la réponse im-
pulsionnelle d'un filtre qui a le méme com—
portement que le filtre générateur, et qui
asymptotiquement (T et Tj—» o0 ) est un fil-
tre de raies.

Nous avons donc mené notre &tude en deux
&tapes. Dans une premi&re partie nous avons
considéré le cas ol b(t) ne se composait que
d'une sinusoide. Nous avons alors &valué la
puissance de l'erreur d'estimation en fonc-
tion des param@tres T et Ty,

Nous pouvons alors définir un domaine dans
lequel l'estimation est correcte. Dans ce
domaine, nous considérons que l1'€limination
de plusieurs sinusoides se ram@ne au cas de
1'€limination d'une seule. )
Dans une seconde &tape nous avons envisagé
le cas oll parmi les n sinusoides composant
b(t), deux d'entre elles &taient tras
proches. Dans [4] nous avons constaté qu'il
fallait alors augmenter T; d'autant plus que
1'6cart AV entre les fr&quences &tait petit.
Cette &tude est reprise ici dans le cas ol
S{(t) n'est pas nul.

2-2-1 Etude de l'erreur dans le cas oll b(t)

Nous supposons que la "réfé&rence bruit seul®
X(t) s'écrit A.cos(21Vo t)et que le filtre
générateur possdde pour la fré&quence V, un
gain Fo et une phase &

Nous avons montré [4] que l'estimation &tait
optimale pour A = (sinusoide de puissance
moyenne égale 3 1).

Afin de tenir compte d'€ventuels dé&fauts de
normalisation nous avons, pour le calcul,
considéré A quelconque et introduit sur la
voie zZ(t) un gain K variable.

Le filtre F, qui a le méme comportement que

F pour la frégquence Y, a pour réponse
impulsionnelle

A
hizyz 2 Tz () t €fo,+m[ (9)

est &valu& sur une durée T,

A A A A
Fex (w2 4 | 26 xte-e)dt =Tigloied 10)
(2}
L'estimée du bruit b(t) est alors &gale &

A YA
bt = 2 | Fre(m X(e-u)ee (11)
40

A
A
En appelant RQij(t)la filtr&e de X(t) par %b(t)
et 2(t)la filtrée de X(t) par Ixn(t)
O(t) s'écrit alors (cf figure 1)
n A
ML) =KS(£) + Kb(t) - b1(t)-by(t) (12)
V(t) est la seule quantité& accessible ;
l'opérateur ne peut agir que sur elle. En
particulier il réglera K pour avoir une
puissance de ) (t) minimale. En réalité
l'estimation optimale aura lieu pour une va-
leur de K qui minimise la puissance de
E(t) =

7(t) - Ks(t), (13)

cette guantit& n'étant pas accessible.
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Nous avons donc &valu® les puissances de

(t) et de €&(t) et calculé les valeurs

e K gqui les rendent minimales. Dans ce cal-
cul nous avons considéré& 5(t) alfatoire et
stationnaire_au second ordre, de fonction de
corrélation f}(t). .
Nous avons suppos& que @

A
Puissance (€(t)) = puissance (Kb(t)-bg(®)
A
+ Puissance (by(t))

C'est & dire qu'il n'y a pas de puissance
d'interaction entre les termes sinusoidaux
certains et les termes de bruit.

Dans ces conditions, la valeur K qui mininmise
Pg est €gale & :

o Af [4+ 3n2meh
2 2nVvo Ty

K=
Sin 21Vo T
+ S Elivol VT 4
e cos(2nveT+ 280)

+ SN2MWVeT S 2mveTa
2reT 2nvsTa

cos { 2ZrvoTa + 280)

(14)

cos [ 2nva(T-T4)] ].

La figure 4 représente 1'&volution de XK en
fonction de T} et T.

T
3 T= 0.8
T=1
2 T T_ 1_1:25
/l 4
0o 1 2 3 4 5 ™

FIGC 4: EVOLUTION DE K;1 RAIE

On constate que pour T et T; grands,
K —» A*/2 résultat obtenu dans [4].

La valeup;f de K, gqui minimise P7 est alors
relifée 3 K par l'expression :

A
KALFE +2 Els®biv} -

AFF% +z]:(°)

(15)

A
Dans la pratique, liestimation de b(t)
(donc le calcul de (t)) se fait dans la
tranche de durée T qui suit l'estimation de
la fonction d'intercorr&lation. Si cette du-
rée est plus grande que le support de corré-
lation de S(t), le second terme est
gratiquement nul. _
K est alors &gal & K 1, f étant &gal au
1 +
rapport signal & bruit

(5 (0)
PRLE
-

Nous constatons que pour un rapport f faible
Rw~mK. En revanche dés que est important,
les deux valeurs de K sont diff&rentes. Il
s'ensuit une erreur d'estimation dont les
puissances ont &t& calculées analytiquement
dans trois cas :

-le signal S(t) est blanc

Tg (x) = No 8(1)
~le signal S(t) estldu premier ordre
s (T)= No e

-le signal S(t) est du second ordre, de

d.s.p.m. centréedgatour de la fr&quence Yo

ls (V)= Ne e €0S 2MVoT
BRUIT DU 1ER ORDRL
Pe /PE RO= 0.5

1.1:5 7
T: 008
T=1

1 T= 1425

005 T

0 1 2 3 4 5 T1

FIG S:EVOLUTION DE Pg/PEsK=K

BRUIT BU 1ER ORDRE

Pe /PE RO= 1
11:5 T
T: 008
T= 1
T T= 1425
ODS 7
0o 1 2 3 4 S ™
FIG 6:FUOLUTION DE Pg/PE sK=K
A BRUIT DU 1FR ORDRE

RO0= 0.8

T T T

0o 1 2 3 . 5 T
FIG 7:EVOLUTION DE Pg/PE K=
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Les courbes des fiqgures 5 & 7 représentent
1'évolution, pour un signal du ler ordre, de
la puissance de l'erreur d'estimation
rapport&ée 3 la puissance PE du bruit per-
turbateur 3 l'entr&e du soustracteur

(PE = K2 A2 F2 /2), pour les valeurs de K
qui rendent minimales soit Pg soit E{ .
On constate que ces quantit&s tendent asymp-
totiquement vers O lorsque T-%»ad

Dans cette partie, nous avons &tudi& le cas
de deux raies de fré&guences respectives

Y, et Y2 , telles que nous puissions n&gli-
ger les termes en

1 , 1 , 1 et 1
NIT V2T )T VT

mais non pas les termes en

N2-VaIT & M-l Ty

I1 est clair que 1'€limination de deux raies
rapprochées demandera des temps d'inté&gration
assez longs pour définir corkgectement la
fonction d'intercorré&lation | g(t)

Ce temps d'estimation devra &tre suffisant
pour que le filtre F puisse s&parer ces deux
fréquences. En fait cette remarque peut é&tre
faite d&s 1'op&ration "d'€galisation des

T ~affa

(domaine défini dans
2-2-1)

3 ~a a e oa E4 —_—— AL
raies™., En effet, cette opération se GEcompo-

se en deux parties : une premi&re qui con-
siste 3 réaliser l'analyse spectrale de ces
raies par une m&thode quelconque (localisa-
tion), une seconde qui consite 3 &galiser
ces raies.

Or nous savons bien que pour sé&parer correc-
tement deux raies rapproch&es, il faut dis-
poser d'une observation du signal X(t)
suffisamment longue.

Ces problé&mes que l'on rencontre d&s la
phase "analyse spectrale" se retrouvent
&videmment au moment de l'estimation de

ien
xz(T)

En supposant AV z=V2-V4 20,

X(t)= A4 cos{2nwt] + Az cos[2nwkt+4]

¥ 8tant un d&phasage entre les deux raies,
En appelant F; et Fy les valeurs du gain du
filtre gén&rateur F et B4 & 82 les valeurs de
la phase du filtre aux fré&quences V4et V2 ,
il vient

b (t) = A4Fs cos[2nvab+ 841 + A2F2 cos [2nvst +82+¥]
. (16)

Nous avons &tudi&, dans cette partie la
puissance de €(t). lLes remarques concernant
la puissance de g(t) du paragraphe 2-2-1
&tant encore licites, la valeur de R est re-
liée 3 celle de K par une relation du méme
type. -
+ Nous avons obtenu une forme générale pour K
qui s'écrit

& &
% = A4FaKa +A2E64ﬁ::+i"’=?
- ALF? + ALF,

(17

Dans cette expression Kj et Gj sont des
gquantit&s qui dépendent explicitement de
A1, Ap, OVT] et AVT,

Pour cette valeur de K la puissance degl)est
minimale. Elle _pré&sente un minimum minimorum
si A_].=A2=v_2E

Dans ces conditions
% - B FeSy RRS
K = 4+ 2 BFtSt cos [wavTa+ 40 +2 RS cosimavT+a044]
A +Ea. Faft
+ 554 cos [TAV(T-T)-¥]

(18)
expression dans laquelle
- SnTAVT - SnTTAVTy = 82-64
=T FEET a8
4\ K DNU= 065
3 A - 1
T=5
2 T= 8
1 4
0 1 2 3 4 5 1

FIG 8:EVOLUTION DE Ks2 RAIES

La figure 8 donne un exemple de l'&volution
de K en fonction de T] et T pour une valeur
connue deAJ. On retrouve {4} gue pour T} et T
tels que AVT4 @& AVT »4,K=4 . R peut étre
calculé analytiquement.

En revanche, l'expression de est peu ma-
niable dans le cas gén&ral et hous pensons
qu'il vaut mieux la recalculer dans chaque
cas particulier. A titre d'exemple nous
avons mené les calculs dans le cas ol S(t)
est un bruit blanc de niveau No

A P{ /PE DNU= 1
5 RO= 0.5
T=5
T= 10
b T= 15
2 J
0 1 2 3 4 S T1
FIG 3:POUR 2 RAIES EUOLUTION DE Pg /PEsK=K
| PerPE DNU= 1
6 ] ROZ Ou5
T=35
T= 10
& T= 15
R7A\N
T T T T T T
0 1 2 3 4 3 T1

FIG 10:POUR 2 RAIES EUOLUTION DE Pg/PEsK=K

Les courbes des figures 9 et 10 représentent
dans_ce cas lgs variations de Pg /Pg pour
K = K et K = K respectivement, en fonction

de T] et T, pour un couple de valeur &V, 0.
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IIT ANALYSE DES RESULTATS ET CONCLUSIONS

Cette étude nous a permis de mettre_en
8vidence des analogies (valeurs de K, K)
dans les deux problémes d'élimination de
raies et de bruit & fond continu.

En revanche les courbes d&crivant 1l'é&volu-
tion deFtﬁﬁ ont des formes différentes.

En effet, dans le cas de raies, le filtre
reconstruit est d'autant meilleur que T et
Ty sont grands. A la limite, (T et T
infinis) le filtre F est un filtre de

raies idé€al. L'erreur d'estimation tend
alors vers 0.

En revanche dans le cas d'un bruit 3 fond
continu, les courbes laissent apparaitre une
valeur minimale de la puissance correspon-
dant & une certaine valeur de Tj. Ce ré&sultat
s'expligue en remarguant gue 1l'erreur
d'estimation se d€compose en trois termes.
Augmenter T; introduit alors une erreur sta-
tistique (termes 2 et 3 de 1l'équation (4)),
gui croft alors plus vite que ne décroft
l'erreur de biais (terme 1 de 1'é€quation
(4)).

Ce minimum tend vers z&ro lorsque T et seu-
lement T , tend vers 1l'infini.

Enfin, une remarque s'impose. Dans notre

travail nous avons €tudié les performances

de 1'é€limination en calculant, puis en mini-

misant par rapport & K,Pg et P’. Nous

avons présenté& les résultats en “tracgant les

&volutions de & & e%; dans le but de rap-
[§

porter les puissances de l'erreur
d'estimation & la puissance du bruit &
l'entrée.

En ré&alité& (cf fig. 11), la minimisation de=-
vrait porter globalement

St} + b(t) g ?/( KS(f)+ Kb(t)

KS(H)+£(1)

sur soit donc sur e , valeur qui

P(Kb) K?

traduit r&ellement l'efficacité du systime.
Cependant nous avons conduit les calculs
dans le but de comparer Pg & Py , cette der-
nid&re quantit& &tant la seule qui est acces-
sible & l'observateur.

En conclusion, nous pouvons dire que dans
les deux cas les performances en présence de
signal ne sont pas sensiblement dégradées
pour des rapports signal 3 bruit faibles,
l'ajustement de K étant quasiment &gal 2 la
valeur de K pour e =0

BIBLIOGRAPHIE

WIDROW & HOFF "Adaptive switching
circuits" 1960 - Wescon Conv. Rec. pt 4
pp 96-140

MERMOZ "Modularité du traitement adapta-
tif d'antenne" 1974 Annales des
Té€lecomm. 29 N° 1-2 p 43.54

WIDROW, Mc COOL, LARIMORE & JOHNSON Jr
"Stationary and Nonstationary Learing
Characteristics of the LMS Adaptative
Filter 1976 Proc. IEEE Vol 64 N° 8 P
1151~1161

BAUDOIS, SILVENT "Applications du Corré-
lo-filtre & 1'€élimination des raies en pré-
sence de bruit stationnaire 1979, Septi&me
Collogque GRETSI.

KOFMAN, SILVENT, LIENARD “Etude Thé&orique
et Expérimentale du Systd&me Corrélo-
filtre 1981, Annales des Té&lecom.
[présent&, & paralitrel]

On pourra aussi se reporter 3 :

WIDROW & AL "Adaptive noise cancelling :
principles and applications®" Proc IEEE
1975, 63 pp 1692 1716

" T, SCHWARZ & D. MALAH "Hybrid realisa-

tion of an adaptative filter for real-time
noise-cancelling applications"®

Electronic Letters II oct. 79 vol 15

N°e21 P, 671-672

MAN MOHAN-SONDHI & D.A. BERKLEY
"Silencing echoes on the telephone
network” Proc. of IEEE Aout 80. Vol 68
N°8 - 948-963



