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RESUME

On considére un modéle autorégressif (AR) d'ordre n :
n
Y
%= % it %
i=1

En supposant que les paramétres ai(i €[1,n]) sont
connus et en considérant la variance Q du bruit blanc

gaussien e comme unevariable aléatoire, onmontre que :

k

- 1l'estimateur quadratique optimal de Salut présente
1l'avantage, sur l'estimateur ergodique, de pouvoir
tenir compte d'une certaine information a priori ,

A ~
relative & la variance & estimer:Qc/o et E [Qoz/o];

- dans lecas olil'on dispose d'aucune information a

cos (A =2 . .
priori (Qo/°=o B [QO/O] = o) 1'estimateur quadra-

tique optimal est alors confondu avec l'estimateur

ergodique.

SUMMARY

We consider an n-order autoregressive model (AR) :
n
3 DI
T o= % Fk-iT %
i=1

Assuming the parameters ai(i €{1,n] ) are known and
Considering the variance @ of the white gaussian noise

process e, as a random variable, we show that :

k

- unlike the ergodic estimator, the optimal guadratic
estimator of Salut presents the advantage to allow
for a certain a priori information, relative to the

A ~
variance to be estimated : QO/O and E [02.] :

0/0
- when no a priori information is available
(é\o/°= o, E [502/°] = ), the two estimators are

identical.
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I - INTRODUCTION

On considére un modéle autorégressif (AR) d'ordre n,
décrit par 1'équation récurrente
= + o+ + 1
on Y= A Yy ®n Yk-n "%k (n
* Y est le signal mesuré (k €[ 1-n,N}, supposé scalaire,
est un bruit blanc gaussien, stationnaire, ergodi-
que, de moyenne malle et de variance Q inconnue.

e

Dans le cas ol l'on suppose les paramétres aj(i€[1,n])
connus, l'estimation de la variance § peut é&tre effec-
tuée en prenant la moyenne temporelle du carré dusignal
ex, puisque dans le cas d'un signal aléatoire ergodique
la moyenne temporelle tend vers la moyenne d'ensemble.

vk étant mesuré sur 1'intervalle [ 1-n,N}, ex peut &tre
calculé pour k€[ 1,N], et par suite

N
2
k;ek.

{2)

A

A
7\\ —_
QN/N_

L'estimateur correspondant est appelé «estimateur ergo-
dique » et il peut é&tre réalisé sous forme séquentielle
en utilisant 1l'expression suivante :

IN A

A A 1.2 A

% Dokt 7 L% " %egjien ] (3)
avec

A

Q=0 - (4)
En définissant le gain

=1 (5)

k A

une autre maniére de calculer récursivement Qk/k est

A A
AN A 2 A
/™ %-1/x-1t Sl o Aq et ] (6)
avec
K = _ik._ (7)
k+1 Kk + 1
et les conditions initiales
A
A
= 8
Qo/0 o {8)
Xg =1 (9)

Le but de la présente communication est de comparer
l'estimateur quadratique optimal de [Salut - 1976} avec
l'estimateur ergodique (6)-(9). Nous montrons que :

- d'une part, & la différence de l'estimateur ergodique,
1l'estimateur quadratigque optimal permet de tenir comp-
te d'une certaine information a priori relative & la
variance Q & estimer (i.e. moyenne et incertitude
initiales §, et E[ @;;o], avec Q;/°= Do Qo) 7

- d'autre part, dans le cas od l'on dispose d'aucune
information a priori (§,=o, E[QZ,] = *), l'estima-
teur optimal est alors confondu avec 1'estimateur
ergodique.

II - COMPARAISON DE L'ESTIMATEUR QUADRATIQUE OPTIMAL
ET DE L'ESTIMATEUR ERGODIQUE
II-1 L'estimateur quadratique optimal

Etant donné la classe des estimateurs quadratiques, i.e.
l'espace vectoriel des formes linéaires définies sur le
champ de mesures bidimensionnel

Y, ry =y, v, o 1-n <7, 7' <k} (10)

A
l'estimateur quadratique optimal Qk/k de Q. au sens de
la variance minimum, est tel que l'erreur d'estimation
~ A . . . .
Qk/k_ Qk- Qk/k soit orthogonale & toute information qua-
dratique de l'ensemble Y (T ,T"').

e{g B =0 11
{~k/k v, yT)} (11)
pour toutes valewrs de Bly,, y,.}, avec 1-n <7r,r'<k.

L'équation (1I) est appelée équation de projection.
[ salut ~1976] a montré que 1'estimateur optimal Qk/k
peut s'écrire

n
A A i
%/ %-1/x-17 ; moEly v /x-11 (12)
avec
= Iy A
Bly, v /%112y, v, -Ely v /k-1] = (13)

= processus d'innovation quadratique

A
ol E [ykyk_i/k—ll représente l'estimateur quadratique
optimal, au sens de la variance minimum, de la variable
Ty Yyeose
Par analogie avec le filtre de [Kalman - 1960]1'éguation
de projection (1) est utilisée pour calculer les gains

Mﬁ en prenant comme information quadratique B(yr: yg)
1'innovation quadratique E [ ' yk_i/k~1], i€lo,n].

L'application de l'estimateur quadraticue (I2) pour
l'identification de la variance Qp du bruit e interve-
nant dans le modéle (I}, conduit au théoréme suivant

Théoréme :
« Etant donné un processus {yk} modélisé a 1'aide d'un
modéle AR d'ordre n (équation (1)) dont les coefficients

a, sont supposés connus, l'estimateur quadratique opti-

A
mal Qk/k au sens de la variance minimum, de la varian-
ce Qk est donné par
A A A 14
e/ Uemt o1 Mo Lo Qg i (14)
M2 = ——Mk
k+1 M+ T (15)
avec les conditions initiales
A -
Qo/o = Qo (16)
E [502 ]
o= Te__ﬁ__ (17)
c +E[Q°2/°

ott O, et E[ 6:/01 représentent respectivement une va-
leur moyenne et 1'incertitude autour de cette moyenne

que l1'on se fixe a priori. »



239 L\/

COMPARAISON DE L'ESTIMATEUR QUADRATIQUE
OPTIMAL ET DE L'ESTIMATEUR ERGODIQUE DE LA VARIANCE
D'UN BRUIT BLANC DANS UN MODELE AUTOREGRESSIF

Démonstration,

De maniére & simplifier les calculs, nous démontrons ce
théoréme dans le cas n=1. Par une démarche analogue,
la démonstration peut &tre étendue au cas n > 1.

Soit
yk= ayk_1+ ek . (18)
D'aprés (12}, nous avons pour n=1
8 =% e Bl sy, 1+M Bly vy /x-1]| (19)
K/k- k-1/k-1" Mg BUY/ Y M BLYL Yy

* Calcul de l'innovation quadratique E[y v, ./k-11,
- k*k-i"",
i€ o, 1:
La variance Q étant supposée constante (Qk= Qk—i) B
nous avons :

A

Q-1/k-1 (20)

A _
O /x-1"

A -
(avec Q°/°= Q, =valeur moyenne a priori).

D'autre part, d'aprés (18) nous pouvons déduire que :

AT 2 .2 A
E[ vy /%1 ]=a Ve 1t Qg /it (21)
et
Efy, v. ./k-11=av* .. (22)
X K-1 k-1
D'ou A
= 2 _ = 2 _ 2
Elyp/k-1l=2ay et -9 /(73
et

E[yk Y 1 /x-1 ]= Vg S (24)

1 -
________________ x

Comme nous l'avons signalé précédemment, 1'expression
des gains Mp et M est obtenue en écrivant que l'erreur
d'estimat’j;on Ox/k est orthogonale & 1'innovation qua-
dratique E [yk yk_i/k—l]

ElQ ) By, v, i/k-1l=0 , i€, 11(25)

L'équation de projection (25) pour i€[o,1] est équi-
valente & un systéme de deux équations algébriques &
. ° 1
deux inconnues Mk et Mk
Nous développons ci-dessous ces deux équations .

D'aprés (I9) et compte tenu que Qk= , nous avons

Q-1

5k/k= 5k—l/k-l'M]z El yi/k‘ll - M]iglyk Vg /k-11. (26)

Par suite, l'équation de projection (25) devient

EL O 1 g1 By ¥y /%-D]=
Ry ) T ren2 g
w2 BELE(yy /k-1) E(yy v, _,/k-D 1+ (27)

Lo ~
M E[E(y, v, /k-D) Ely, v, _;/k-D]

- + Expression de E[Qk—l/k—lE(yk yk_i/k-l)] :
pour i=o0 :
D'aprés (23), nous avons :
N ~ 2 i~ . A
El x-1/k-1 Ely,/k-1)]=E [Qk—l/k—l (2ayy &t &~ Qk-l/k—l)]
_ ~ 27 __ ~2
=E[Q 4 p g 8l= EIQ 4 ] - (28)

(Remarque : dans les calculs, 1l'espérance mathématique E
est prise & la fois relativement aux quantités d'ordrel
(yk,ek) et relativement aux quantités d'ordre 2 (Pk,Qk),

ot Pké E [y;]; E[+s] doit donc &tre considéré comme une

abréviation de E [*Jqui, d'aprés la régle deBayes,

v,e,P,Q )
eut aussi &tre calculée comme E E [«I1L ).
P P,Q{ v.e/P,Q }

pour i =1 :

D'aprés (24), nous avons :

B0y 1kt By vy RDI=ELG vy gy l=0 (29)

-+ Expression de E [E(yi/k—l) ’ﬁ'(yk yk_i/k-l)] :

pour i=o :

E[ i(y;/k-n E(y;/k—l)] =E{[ 2ay, e e;— 6k-1/k-1] 2}
=4’ ele,_ ol+xle]- E[é\k’_l/k_ll . (30)
pour i =1 :
E[Ey}/x-1) Elyy vy, /k-D)]=
slzay,_ e By ilviodm2anlz 0. (D)
- - Expression de E[E(y, v, _,/k-1) Ety v, /x-D]:
E[E(y v, /%1 By, v, /k~-D]=Ely}_, €]
=elr,_,ol. (32)

Par suite, en utilisant d'une part les expressions (28),
(30)-(31) , et a'autre part (29), (31)-(32), 1'équation de
projection (27) nous ‘donne :

pour i=o0 :

~ A
200¢ ) ey =M§{4a2 el ql+elel-5 [Q}:—l/k—l]}+

m {2a Elp, 01} (33)
pour i=1 :
0 =M}‘;{2a Blp,_, Qk]} + M}I({E e, Qk]} (34)

Les gains M]‘; et M]I{ sont donc obtenus en résolvant le
systéme algébrique constitué des équations (33)et (34).
A partir de (34), nous pouvons déduire que

(35)
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Et en reportant cette expression de M}( dans {33), nous
obtenons

o 4 A - oy
Mk{E Loy -l ka—i/k—l]}_ B0 k1) (36)
En notant que As -
BLO =Bl _Qk—l/k—l)kZ]
- 2 ~2
=elg ,l-elo ,, 0 67

et compte tenu de l'hypothése sur le bruit blanc e

] R . k
(gaussien et stationnaire) nous avons

47 _ Az — 2
elel-elol yd=c+ eI, ] (38)
ol C est une constante.
D'ol 1l'expression suivante de M}‘; :
E[g?
Ly (39)
~2
C+E [Qk—l/k-1]

En remplagant M. par son expression (35) et compte tenu
des expressions” {23){24), de 1'innovation quadratique,
1l'estimateur quadratique Qk/k défini en (19) s'écrit :

A A ar.2 A
Qi U-tyx-1t Mo - Qg pq] - “0)

Cette expression est bien de la forme (14} .

Il nous reste maintenant & montrer que le calcul dugain
M? peut é&tre effectué de maniére récursive i l'aide de
la formule (15).

D'aprés (39), nous avons
E[g?, ]
Mo = — X/k (41)
k+1 C+E [ ’52 ]
k/k
D'autre part, en utilisant 1'expression (26) de ~k/k

ainsi que les relations (28) - (32), nous obtenons
=2

E[Qk/k

2

= —-M0y 2 1 o
I=(1-m2) E[Q7  jpqlrlnr2am) £ [P

k12
+C (M]‘;) 2(42)
Compte tenu de la relation (35),(42) se simplifie en

E[5ﬁ/k]=(1- M2)2E[Q (43)

> J+cme)?.

2
k-1/k-1 k

Et en remplagant E[’g}z—l/k~1] par son expression en

fonction de M}‘; tirée de (39}, nous avons

c Mme (44)

~2 _

E[Q; = o -
Par suite, en reportant (44) dans (41) et aprés simplifi-
cation, nous vérifions que le gain M]‘; peut é&tre calculé
4 l'aide de la formule récursive (I5), avec comme valeur
d'initialisation

E[03 ]
Mo= / (45)

c+5(07,.]

C.Q.F.D.

II-2 Comparaison de l'estimateur quadratique optimal
et de l'estimateur ergodique

Cette comparaison s'effectue trés simplement & partir
des équations (6)-(9) d'une part et (14) -(17) d'autre part.

Nous constatons que : A
- & la différence de l'estimateur ergodique Qk/k l'esti-

A
mateur gquadratique Qk /x permet de tenir compte d'une

certaine information a priori : moyenne et incertitude

initiales éo et E[’Qf/o] H
(46)

- si Q,=0 et E[aoz/o]=°°

(i.e. si on dispose d/'\aucune information a priori)

A A
les deux estimateurs Qk/k et Qk/k sont identiques.

ITI - CONCLUSION

Dans cette communication nous avons montré que, dans le
cas d'un modéle AR d'ordre n dont les paramétres a; sont
supposés connus, l'estimateur de la variance Qq utilisant
l'algorithme quadratique de Salut permet de tenir compte
d'une certaine information a priori sur Qk'

Cependant, l'intérét de cet estimateur quadratique appa-
rait de maniére beaucoup plus évidente pour l'estimation
des matrices de covariance de bruit d'un modéle d'état.
Dans ce cas, la connaissance des paramétres dynamiques
ne suffit plus pour calculer la séquence des valeurs de
bruit et par suite il n'est plus possible d'utiliser
1'estimateur. ergodique.

Malheureusement, la solution offerte par l'estimateur
quadratique optimal qui est attrayante d'un point de
vue théorique, est d'une trés grande complexité, ce qui
rend trés difficile sa mise en oeuvre (voir [Favier,
Alengrin, Guillermin ~1979}).
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