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RESUME La notion d'une observable physique appelée réaction,
introduite en électromagnétisme par V.H. Rumsey, est susceptible de
transposition en acoustique. Destinée 4 dcécrire le degré de couplage
entre deux systémes de sources elle satisfait, sous des conditions
trés générales, a un théoreme de réciprocité. Parmi ces conditions
figure la similitude des signaux échangés. le cas des réactions nul-

les offre également d'intéressantes perspectives.

SUMMARY physical observable called the reaction, first
defined by V.H. Rumsey in electromagnetic theory, is introduced in
acoustics. Measuring the coupling between two systems of acoustic
sources, reaction satisfies the reciprocity theorem under quite ge-
neral conditions. Among these conditions is the similarity of emit-

ted signals. The case of null reactions is also an interesting one.
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I.- INTRODUCTION -

Une relation de réciprocité entre deux systémes
rayonnants - ou capables de rayonner - peut se schématiser par une

&galité symbolique

(M (a, b) = (b, a)

entre deux expressions déduites 1l'une de 1'autre par permutation
des indices a et b affectés 3 chaque systéme. Selon la terminologie
proposée par V.H. RUMSEY, 1'expression (a, b) sera la réaction du
systéme (a) sur le systéme (b). Tout aussi bien on appellerait (a,b)
action de (b) sur (a), sans méme préjuger de l'existence de la rela-
tion (1). Enfin, lorsque la réciprocité (1) est acquise, on pourra

se contenter de parler d'une interaction (a) - (b).

Un premier exemple de relation du type (1) est la re-

lation de symétrie entre point d'émission et point d'observation qui

existe, sous des conditions trés larges, chez les fonctions de Green

du régime sinusoidal permanent. Elle peut s'écrire

(2) G(Pa, Pb) = G(Pb, Pa)

et se raméne au type (1) en considérant que chaque systéme est ré-

~

duit cette fois 3 sa plus simple expression : une source ponctuelle
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située soit en Pa soit en Pbo Or une fonction de Green G(P, P')

s'interpréte comme le champ envoyé au point d'observation P par une
source ponétuelle située en P'. On sera donc tenté de regarder (2)
comme une relation d'invariance par échange mutuel d'un émetteur et
d'un récepteur. En fait il semble plus indiqué de considérer qu'en
chaque point P et Py se trouve un traducteur ambivalent capable de

fonctionner aussi bien comme &mettcur que comme récepteur.

Un autre exemple simple, dfi encore a,Green, conceri.
deux systémes de charges électrostatiques. Si les densités élémen-

taires de charges sont qui et dg, et les champs résultants Ha et Lb

*h
respectivement, on aura

(3) [ B dg, = | £, dqa

en étendant les intégrales a4 1'ensemble des charges qui composent
chaque systéme. Ici la symétrie est totale du point de vue du mode
d'action physique : la relation (3) exprime le principe newtonicn
de 1'¢galité de l'action ct de la réaction, de sorte qu'il n'y a
plus aucune raison de considérer un scul des systémes comme actif
et l'autre comme purement passif. Par contre il peut Eétre commode
de faire de 1'un des systémes un simple corps d'épreuve destiné a
Jauger l'autre systéme, ce qui nous améne d une dualité entre sys-

téme testé et systéme de contrdle.

On connait de nombreux autres exemples de relations
de réciprocité du type (2) ou (3). Mais on en connait peu qui s'ap-
pligquent aux régimes transitoires. D'autre part leurs conditions de
validité n'ont pas toujours &té clairement f{ixées. Notre objectif,
d'ailleurs pas encore complétement atteint, &tait surtout d'élargir
le choix des relations de réciprocité disponibles en acoustique.
Pour ce faire, nous nous sommes inspiré, par analogie, des recher-
ches effectuées depuis une vingtaine d'années par V.H. RUMSEY &
propos des équations de Maxwell et de la rfaction entre deux sys-

témes de sources &lectromagnétiques.
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IT.- RECIPROCITE DES POTENTIELS -

Considérons deux distributions de sources acoustiques

fa et fb de supports o, et Q. Les potentiels des vitesses qui en

résultent, ¢a et L sont solution de 1'équation des ondes

1
4) o7 Yty T By - £
b B b b

affectée de 1'indice convenable.

Nous multiplions 1'équation en a par ¢, et 1'équa-

b
tion en b par ¢, Puis nous retranchons et intégrons sur un domaine

D. Si nous posons respectivement

= i £ : - - !
(5) A I, = | £, (bb fb 9
I o
(6) o = o7 } % Yitva Ya "tt'b
D
. = Y T
(7 i3 1 Ya ™p T " Ta
D

nous obtiendrons :

(8) Il = I, + J:

Pz

D'autre part nous appellerons action du svstéme (b)
sur le systéme (a) ou- suivant Rumsey - réaction du systéme (a) sur

le systéme (b), 1'intégrale

(9 £, = (a, )
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Dans cette écriture nous nous écartons légérement de Rumsey qui no-
tailt successivement < a, b >, < ab > et a . R b, se référant avec
raison, dans cette dernidre notation, au produit scalaire de deux

fonctions.

Hypothése 1 : Le domaine D englobe les supports 8, et o des deux

systémes de sources. I1 en résulte que
(10) 14 = (a, b) - (b, a)

Conséquence : 11 faut, pour que nous ayons réciprocité, que la

somme I, + I, solt nulle.

- Conditions de nullité de I, -

In I, nous reconnaissons une intégrale de volume qui
se laisse transformer, par la formule de Green, en 1l'intégrale de

surface

(7"

i

v = Iy T N . (¢b grad o, - ¢a grad $b)

ToRa

ol N est le vecteur unitaire normal intérieurement sur la surface S
qui limite le domaine D.

Cette intégrale est nulle sur toute surface ou mor-
ceau de surface sur laquelle sera satisfaite 1'unc des conditions

aux limites sulvantes

o) 4 = 0 (Condition de Dirichlet)

an ) N . grad ¢

-
H
<
~

de Neumann)

)N L grad o mixte)

t
(@)
N
—-
¢}
X
~~
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Elle est également nulle sur la sphére de 1'infini
S, a condition de regarder les supports o et g des deux systemes

de sources comme des compacts situés i distances finies.

- Conditions de nullité de I, -

L'intégrale I, peut se mettre sous la forme

(6") I, ¢ i J 9

o
D

t <d)b atQa - ¢a at¢b)
On en apercoit facilement plusieurs cas de nullité :

o) en son pur permanent, si wo oo c'est-a-dire si
les 2 syst@mes opérent a la méme fréquence.

3) en son complexe permanent, s1 les fréquences &émi-
ses par (a) et par (b) sont les mémes et si les amplitudes A et B

pour chaque fréquence sont proportionnelles :
(12) Alw-) / Blwy) = ... = A(wi) / B(wi) = ... = Cste

conditions qu'on peut résumer en disant que le spectre de (a) et le
spectre de (b) doivent étre semblables.
1) en régime quelconque, si en tout point du domaine

D on a
(13) ¢a(:) / ¢b(t) = Cste

cette constante pouvant du reste varier d'un point a un autre.

Mais en fait il n'est peut-&tre pas indispensable de
rechercher les cas de nullité séparément pour I, et Iy puisqu'il
suffit, pour qu'il y ait réciprocité, que la somme de ces deux inté-
grales solt nulle. Or
(14) I, + Iy = ! o D&pd -9y Dé’b

D
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liormis le cas des régimes sinusoidaux 1l pourrait
8tre intéressant d'opérer dans l'espace-temps, en intégrant dans un
domaine D) a 4 dimensions. Unc intégration ‘par partics raméne (14)
d une intégrale analogue a4 (7') mais oU N est un quadrivecteur et
S une hypersurfacc. Par voie de conséquence la notion de réaction
serait €tendue aux supports spatio-temporels des svstlmes (a) et
(b); ce qul pcut &tre intéressant lorsqu'on voudra étudier la réci-
procité dans les systemes Cnettant des signaux de durde [inie.

.

Hypothése 2 : On peut se demander ce qu'il adviendrait si le domaine

d'intégration D n'englobait pas le support de 1'un des systémes. bn
elfet 11 n'est nullement obligatoire de prendre D identique a 1'es-
pace ¢ sic¢ge du phénoméne acoustique, comme 11 était naturel dans
1"hypothése 1.

Supposons par exemple que so1t cn dehors de D.

b

Alors

= (a,b)

et I» + I- ne peut plus étre nul.

[

I'n son pur, ou I, disparalt, 1l reste alors
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~

Ce transfert de la réaction 3 une surface S passant

entre @ et Q

a b

rie du principe de Huygens. En laissant de c6té, hors du domaine D,

les sources du systéme (b), ces derniéres ne sont pas devenues ino-
pérantes pour autant : leur effet a €té transféré a des sources é-

quivalentes situées sur S et figurant dans 1'intégrale I}

ITI.~ RECIPROCITE POUR LE CHAMP ACOUSTIQUE -

Rumsey a écrit des relations analogues a (15) pour
les composantes E et H du champ électromagnétique, en traitant les
équations de Maxwell comme 1'€quation des ondes au début de la sec-

S TT N .
i0n 11. NOUS POUVOns

ot

déré comme composé d'un scalaire p (pression acoustique) ou 8 (di-
latation) accompagné d'un vecteur V (vitesse vibratoire).

Les équations du premier ordre, analogues aux équa-
tions de Maxwell, sont, pour la dilatation © et la vitesse vibra-

toire V :

(16)

Dt v o- c? grad 8 = T

Aux seconds membres figurent des distributions scalaires [ de sour-
ces simples (sphéres pulsantes) et des distributions vectorielles F
équivalentes a des dipSles ou sphéres vibrantes. On les &crit suc-

cessivement pour les systémes (a) et (b), puls on forme la combinai-

son ¢

‘et la combinaison symétrique. On intégre dans le domaine D et on

887
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retrouve la relation

(8)

en posant

(17) L
(18) Iy
(19) I

-0 d4i : - 11

- < _’<ea div Vb + Vb.grdd Sa) (Gb div va
D

+ Va . grad eb)

Toujours cn suivant Rumsey, on appellera réaction

de (a) sur (b) l'expression

(207

((a, b)) = | ¢4 f & ~-F .V

de sorte que si D englobe L et o on aura :

b
(21) I, .= ((a, D)) - (b, a)).
Sous des conditions analogues 3 celles de la section
II, on aura I, = 0 et I. = 0 pour assurer la réciprocité :
(22) ((a, b)) = ((b; a)).
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D'autre part si D n'englobe pas Qb’ c'est-a-dire si
S5 passe entre o et £, on aura
A

22y B .
ct | N . (6a Vb 8, V)

(23) ((a, b)) .

o
[l

On peut assimiler le second membre a une réaction ((b', a)) en po-

sant, pour les sources du systéme (b')

(24)

h,_‘
il
~
=
D

Le systéme (b'), supporté par la surface S, est équivalent au sys-

téme b 4 1'intéricur du domaine D.

IV, CONSENULNCES DES RELATIONS DI: RECIPROCITE -

Nous reprenons ici la notation avec parenthése sim-
ple sans faire de différence entre les définitions (8) et (20) de

1a réaction.

1°) Systémes A interaction nulle.

LL'équation (a, b) = 0 est une relation d'équiva-
lence entre deux svstémes (a) et (b). Nous en avons un exemple a la
fin de la section IIl ot 1'on montre facilement que (&, »') = 0.

Si deux systémes b) et (') sont équivalents, ils ont mdme action

sur tout autre systdme extérieur (a)
(25) (a, b)Y = (a4, b")

In fait deux systémes Cquivalents sont indiscernables

saul pour un observateur gui leur c¢st incorporé.
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2°) Systémes ponctuels.

En son pur, en réduisant chaque support d un

point, on retrouve facilement, des relations du type (2).

Soient
- -
' = [ 8 - - o ; - P
Ed 5 (p Pa) Ib ub §(P b)
(26)
f= B &P -D) f. = B, &P -P)
(e} a < 10 e} 1

.

On en déduit, entrc systémes ponctuels complexes, la relation :

(27) Z{a . i’z’b (P)-c?p_ 8, (P) =0 . 'x"?b (P,) = c” B, 8 (P)

b b “a b
avec comme cas particulier la réciprocité (2) de la fonction de
Green.

fait de 1'irréversibilité du temps. I1 faut alors se souvenir que
1'équation des ondes admet aussi comme solution des potentiels a-

-

vancés C In les utilisant nous retrouvons la symétrie

- +
2 14 D - . + - ) . . ») +
(28) > b® "h 7 0 ¢ ¢ (Pd° b Py “b)
¢tant donné¢ que t,ovotoetque 1'indice - rappelle qu'il stagit des
potenticls retardés habitucls.
Intre ces derniers on a
(29) ©(P, v 3P, T) = G(P, - B3 Pus - oty)
ou encore, plus simplement
29! G R S =GP, v, 3 P,
( ) © (Pb5 b7 al ia) 5 ( 4> b’ e [a)

In fait, au licu de considérer que

G, v 5 P ') = 0 dds que oo
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il serait peut-€tre plus indiqué de prendre, ici aussi,

1]
]
92}
e

+

G(P, t 3 P', t") £ o<t

et = G si t > t!

en convenant qu'au lieu du champ recu en P & 1'instant t en prove-
nance de la source P' émettant & 1'instant t' la fonction G ci-des-
sus peut aussi signifier le champ émis en P 3 1'instant t et qui

atteindra 4 1'instant t' le capteur situé en P'.

V.~ CONCLUSION -

La notion de réaction permet de relier commodément
différents aspects de la réciprocité. Mais sa présentation actuelle
ne semble pas en €puiser toutes les possibilités. D'importantes ex-
tensions semblent encore a prévoir, par exemple en ce qui concerne
la notion voisine de tension de radiation, ou plus généralement la

théorie de la mesure en physique mathématique classique.
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